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I. Nature des séries de terme général :

CV = converge DV = diverge

1 . .
1°. — série a termes positifs.
n

1
Up = = avec o > 1 donc Zun CvV

1

. ———— série & termes positifs.
n(n+1) P

1
Uy ~ 3 donc Zun CV d’aprés le critére d’équivalence.

3°. vV/n + 1 — /n série a termes positifs.
n

> =
k=1
47 e "

1
n*u, — 0si n — 400, donc IN :Vn > N, u, < — donc
n

n+1flﬂ+0051né+oodoncZunDV

série & termes positifs.

Z u, CV d’aprés le critére de majoration.

n24+n—2

nt —

5°. série & termes positifs si n assez grand.

up ~ — donc Zun CV d’aprés le critére d’équivalence.
n
nn
6°. o série & termes positifs.
u,ll/” =n/2 — +oo donc Z u, DV d’aprés le critére de
Cauchy.

2n+1
+ 5 )" série a termes positifs.

2 1 2
ul/m = ot —3 < 1 donc Zun CV d’aprés le

critére de Cauchy.

1 1
7 In(1 + %) série & termes positifs.
1
nr~—d E » DV
~ donc ) u

8.

. Inn ¢ tif
. —— série & termes positifs.
nZ+1 P
NG 1
Inn < +/n pour n > 1. Donc u, < pOST < pey donc

Z un, CV (critére d’équivalence et de majoration).

p— 2 P N .o .
10°. ™™ série & termes positifs.

On peut utiliser a peu prés tous les critéres. Par exemple,

le critére de Cauchy montre que ul/" =e"=0<1
donc Zun Cv

1
11°. —— série a termes positifs.

Con
n o (2n)! - - :
cy, = R et en utilisant le critére de D’Alembert,

1
U, (2n+2)(2n+1) ! <1 doncZun cv

.
n(n? —1)

1
Wy ~ 372 donce Zun CvV

12°. série a termes positifs.

13°.

série a termes positifs si n > 2.
nlnn
1 . "
Posons f(x) = ———. Cette fonction est positive et
zlnz

décroissante et I'intégrale diverge car la primitive est en
Inlnz. D’aprés le critére de comparaison & une intégrale,
la série DV
n

14°. (—)"2série a termes positifs.

n -+ 1n
1/n n -1
U — )" —e
= ()
critére de Cauchy.

< 1 donc la série CV d’aprés le

. o
15°. cos — série & termes positifs.
n

hm Uy = 1 # 0 donc Zun CV

’n/*> o0
16°. sin — série a termes positifs (a prouver!).

1
n~ donc Zun DV

1
17°. (—1)" sin — série alternée.

1
f(z) = sin = est une fonction positive si z €]0, 1] et est
décroissante. Elle tend vers 0 et par conséquent le critére
des séries alternées s’applique, ie Z uy, CV

1
18°. (71)"ﬂ série alternée.

Inz : . .
f(x) = — est une fonction positive et décroissante pour
n assez grand. En outre elle tend vers 0 en +00; le
critére des séries alternées s’applique, ie Z u, CV

19°. (cos l)"a

Il est nécessaire d’utiliser des développements limités :
EI) + 0(2—7112)

Uy = €Xp (na In(1 — 212 + 0( 1 ))) — 3" A (e(3)
osia<2unﬂl7é0:>2unDV
osioz:?un—)l;ée_l/QéZunDV

Inn +1+€))*>0

cos—=1—

no—2 2

§#et2un

e sia>2n%u, =exp <n“_2(2

donc il existe un rang au-dela duquel u,,

(6)Y
N GV )
20°. \/_71 série alternée.
vnlilnn
1 o0 ) A
flx)= iz est de classe C* et 'on peut démontrer

(& vous de le faire) que f est décroissante et tend vers 0
en 'infini. Le critére des séries alternées d’applique et

Zun (A%

n"
21°. — série a termes positifs.
n!

Untt =(14+1/n)" —e>1donc Zun DV
_1)n

22°. (-1) série alternée Zun CvV
nlnn



2
n
23°. on série & termes positifs.
Up+1 1

1, 1
- =5(+>) —>§<1ZunCV

1
24°. Up ~ N = u, CV
Snin+tD(n+2) 2w

1
25" In(1 + —) série a termes positifs.
n

1
Uy, ~ 3 donc Zun CVv

26°. £ série & termes positifs.

“"“ = 1 + (€)%
27°. série a termes positifs.
nvIn n
f(z) = a pour primitive F(x) = 2vInx qui tend

zvVinz

vers l'infini. D’aprés le critére de comparaison & une

intégrale, Z U, DV
ny/n
n21+ Inn
Uy, ~ ﬁ donc Zun DV

28°. série a termes positifs.
1
29°. (Inn)"(sin —)*
n
° n N 1 1/3
30°. (=1)*(Inn)"(sin —)
n
31°. 1 — cos T
n

32°. (

33°.

34°. In(1 +

35%. In

367 Vnd+1—Vn2+1
II. Suite d’intégrales

=
On pose I, = / (tan x)"dx pour n € N.
0
1°. Calculer Iy et I4.

- 1
Iy = % et I = —1ncosxj0/4 = §ln2

2°. Pour n > 0, calculer I,, + I,, 2 et en déduire

/4
I+ Inyo = / tan” z(1 4+ tan? x)dx
0

n+1IJ7T/4: 1

= ——tan o=

n+1

Ainsi, (I, + In12) — 0 quand n — +oo et comme I, > 0,

ceci montre que I,, — 0

= (=D)"
3°. En déduire la valeur de Z 1
n=0 n+

lim I,,.
TL—>+OO n

On dispose de n relations Izn—1 + Ion41 = 5= &

multiplier chacune par (—1)"™ pour obtenir
1 1 -nH"
L + Ippg1 = 5(1 —g et u)

Comme I,, tend vers 0, en passant & la limite il vient

+oo k
IR (-1)F 1
! 2k2_0k+1 2 "

ITI. La formule de Stirling
nle™
n"/n
nle”

1°. Montrer que la série de terme général u,, converge et
en déduire que la suite (Sy)n>1 converge.

Considérons la suite S, = In pour n > 0, posons

Up = Sy — Sp_1 et a, =

On peut considérer u,, comme le terme général d’une
série > u, dont on va étudier la somme partielle S,

B B nle™ (n— 1)'6"_'1
Un = Sn - Sn—l =In (n”\/ﬁ) —In ((n 1)(n 1)\/n—)

=lnn!—In(n—1)!4+nlne—(n—1)lne—nlnn — §lnn
1.1 1 1 1 1
:1— —_— = — — - - —= I~
(n =)=+ 55 +o(-5)) =55 +ol—)

De sorte que la série converge.

2°. Notons a« = lim S,, < o0

n—-+4oo
Puisque exp est continue, alors
nlen
k=e® =lime’ = lim

/nn"
Ainsi n! ~ kn"y/ne™"

Nous allons calculer la valeur de cette constante en
Fl
utilisant les intégrales de Wallis I,, = / sin™t dt

0
3°. 4°. Calculer Iy et Iy et démontrer que

Inyy=——I, 1VYVn>1.

+1 nt 1 1V =2

Iy =w/2, I =1 et par récurrence I,,11 = %In_l

1x3x..x(2p—1 2p)!

On a alors I, = a (2p )E:(p)f

2x4x..x(2p) 2 2%pl22
2% 4% ... % (2p) 22pp|?
Ipyr = =
Ix3x..x2p+1) (2p+1)
5°. 6°. Démontrer que (I,,),>0 est une suite décroissante,
I
convergente et calculer lim ntl

n—-+oo In

On a0 <sinz <1= (I,),>0 est une suite positive et
décroissante. Elle est donc convergente. La décroissance

montre que 1 > Int > Lt > D ie lim Int =1
~ Iy T Iy n+1 n—too I
I 2 24..2p \?
Par ailleurs, 2o+l X ( P ) —1
I, m(2p + 1) 1.3.2p—1
4...2
Donc v2m(2p+1). Wpl — 1 donc

22pp!2

lim ———
p—-+oo /p(2p)!

= /7 qui s’appelle formule de Wallis.

n

. nle
7°. Posons S,, = Ina,, avec a;, = ——
n"y/n
(2n)le?n ¢ o2 nl2e?n d "
ooy = ————— et a = ——— de sorte que
2n 22np2n, /9n n n2n.n !

222 1 af

a_%_\ﬁ?"n” . _ 19
Q2n n (271)' \/1_7(2[))' \/§a2p




Mais @, — « donc ag, — « et a2 — a? le quotient des
deux tend vers «. Ainsi, V271 = « et 'on a la formule de
Stirling :

n! ~V2rn xn"e "

IV. La constante d’Euler
n
. 1
Soit Snz;z—lnnet Up =Sy — Spe1 Vn >1
1°. Montrer que S, est la somme partielle de la série de
terme général u,,

C’est la définition de la somme partielle d’une série
numérique !

1 1
2°. Montrer que u,, = o2 + O(F)
1 1 1 1
Un = Sn = Sn-1 = DIl =) = =505 +ol(05)

3°. D’aprés la question précédente, la série converge vers
une limite v

1
4°. Montrer que — < 5,, <1 Vn et en déduire que
v €]0,1]

Comme — est > 0 et décroissant, on a
T
1 /”“ de 1
< _
n+1 T n
n n—1
=y
x
k=2

V. Somme de séries.

IN

IN

<Sn<1=~¢€]0,1]

?rl»—*
ko

> =
SRS

=1

Etudier la convergence des séries numériques » | u,,
ci-dessous. Lorsqu’elles sont convergentes, calculer leur
somme.

1" u, =

2° Uy, =e "

. 1
3'un:712—l—3n—1—2
4% u :i, !

TV v+l
1
5. U, = CE
6w, — n—+3

n+1

1°. Calculer I;.
1 b

2°. Montrer que Vn e N*, 0< I, < —'/ e ® dr et en
n! Jo

déduire lim I,
n—-+00
1 .
3°. Montrer que I, = m —I,, Yn > 0, puis que
1
Sp=—+(-1)"I,
e
4°. En déduire hm Sh
n—-4-o0o
1 1
5°. Reprendre l'exercice avec J,, = —'/ (1 —x)"e” dx
n!
+oo 1 0
pour calculer Z 7
k=0
VII.
Soit Sp(z) =1 -+ 22+ ... + (—2)" ! avec z # 1.
1—(—2)"
1°. Dé t S, (z) = ——2
émontrer que S, (x) Ttz (o)
1 n k
: (=a)" (=1
2°. Déd der =In2—
eu1reque/0 T &=h ; p

3°. Montrer que V n € N*,V z € [0, 1],
n < (_I)n < "

" < <
+x
n
VIII.
On pose Cy( Zcos (kt) et Sp( Zsm (kt) pour

k=1
t e [0, etnGN*

1°. En exprimant C,,(t) + Sy (t) sous la forme d’une série
géométrique, démontrer que si t # 0,

Cult) = sin( % )coi( ;rlt)

Sin b}

et que C,,(0) = n. C,, est-elle continue sur [0, 7] ?
sin((2n + 1)t/2)
sin(t/2)

Démontrer que cette fonction peut étre prolongée par
continuité en une fonction g, continue sur [0, 7]

2°. En déduire que 1+ 2C,(t) =

s 1
3°. Montrer que / (— — t) cos(nt) dt = — 5 et en
0

2m
o 2 1 1 [™ [ t?
dedulrequegkzlﬁi/o (%t)c (t) dt
1" t? 2
4°. Mont — t—— | dt =—et
ontrer que 2/0 ( 27r) 5 ¢t que

i zn: L_ / (i L (t) dt
6 k2 2r ) I"
5°. Soit f la fonction définie sur [0, 7] par f(0) =2 et si

t—t2/(2m)
t#0, —_—
70, 7t) = sin(¢/2)
Montrer que f est continue sur [0, 7] et en déduire
Pexistence d’une constante M telle que 0 < f(t) < M
Ve [0,n]



6°. Montrer que

/af(t)sin(%+ Ly at| < am
0 2

7°. Montrer que f est de classe C'! sur [a, 7] et en déduire
lexistence d’une constante M’ telle que |f/(¢)] < M’
V€ o, 7]

8°. On pose I,, = / £ sin(2n +1

t) dt. Montrer que

«
lim I, = 0 en intégrant par parties.
n—-+oo

+00 2
9°. En déduire, enfin, que ,; == %

IX. Construction d’un obélisque.

On souhaite construire un obélisque en emplilant une
infinité de cubes de pierre. Le premier fait 1 m de coté, le
second 1/2 m, le troisiéme 1/3 m etc. Soit H la hauteur
de P’édifice, S sa surface (somme des surfaces des cubes)
et V son volume. Déterminer H,S et V.

X. Le flocon fractal de Von Koch. (1904)

Partant d’un triangle équilatéral de co6té 1 cm, on coupe
chacun des cotés en trois parties égales et ’'on remplace
dans chaque partie le segment central par deux segments
de méme longueur qui forment un nouveau triangle
équilatéral. On recommence la méme opération & chaque
étape suivante (cf. fig).

La figure obtenue aprés une infinité d’étapes s’appelle le
flocon de Von Koch. Nous allons établir quelques
propriétés trés simples de cet objet.

Commengons par quelques notations. A 1’étape n, nous
noterons :

K, le flocon, u, le nombre de cotés de K, A\, la longueur
de chaque coté, m, le périmétre de K, et «,, son aire.

1°. Calculer ug, Ao, g, u1, A\1, Q1.
2°. Exprimer u,1 en fonction de u,, et en déduire u,, en
fonction de n.
3°. Exprimer A,y en fonction de A, et en déduire A\, en
fonction de n.
4°. Exprimer m, en fonction de A, et de u,, puis
uniquement en fonction de n.

V3

5°. Montrer que Vn > 0, ap41 = a + 5T}

4 n
x (5)
6°. Calculer lim m,, lim «,.
n—-+o0o n—-+oo

7°. A partir de quel rang n le périmétre du flocon est-il
supérieur & 100 km



