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En effet, (z — 2)? est toujours positif et la fraction est donc
toujours < 0.
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Eneffet, 1 >1=2—-1>0= (z —1)> > 0. La fraction est
donc positive & gauche de 1 et tend vers I'infini. De la méme
fagon, la fraction est négative & droite de 1 :
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En effet, le numérateur étant non nul en 2, on peut
remplacer son expression par sa valeur en 2 dans le calcul de
la limite. Par ailleurs le dénominateur s’écrit (x — 1)(x — 2)
qui est équivalent & x — 2 au voisinage de 2. Comme

x—2 < 0siz <2, onen déduit que 'expression est négative
a gauche de 2 et tend donc vers —oo. De la méme fagon, elle

tend vers +o0o a droite de 2.
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On peut également utiliser la régle de I'Hopital
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On peut aussi utiliser deux fois la régle de I’'Hopital.
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ga?’ par I’Hospital.
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Dans la plupart des cas, ’application de la régle de ’'Hépital
reste la méthode la plus rapide.
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Le principe est souvent le méme ; en partant de

I’encadrement de sinz et cosx par —1 et 1, on encadre les
fonctions par des expressions qui ont la méme limite et ’on
applique le théoréme des gendarmes. On peut aussi utiliser

un encadrement en valeur absolue.
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On a réguliérement des formes indéterminées du type 1°°. 11

faut déja se rendre compte qu’il s’agit d’une forme

indéterminée. On utilise ensuite la formule suivante pour

transformer les expressions :

a® = ezlna

quand a > 0

Puis il faut utiliser des équivalents ou bien la régle de

I’Hospital pour lever 'indétermination.
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1°. lim 27 = lim ™%/*= 0

z—0t z—0t
En effet Inz tend vers —oc en 01, 1/2 tend vers +oo et le
produit des deux tend donc vers —oo. Par composition, la
limite est nulle.
2. lim z7=¢"=1

T—+00
Méme technique pour cette question. Inz/x tend vers 0 en
Pinfini (théoréme des croissances comparées).

3°. lim 2%= lim e*M%=¢0 =1
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On utilise la formule proposée en début d’exercice et le fait
que zInz tend vers 0 quand z tend vers 0 (croissances

comparées des puissances et des logarithmes).
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Il s’agit d’une des limites les plus importantes de cette lecon.
On constate que ’expression initiale est de la forme 1°°. On
utilise la formule pour mettre cette expression sous forme
exponentielle et I’on se retrouve donc a devoir calculer la
limite de zIn(1 + 1/z) lorsque x tend vers l'infini. Il s’agit
encore d’une forme indéterminée du type 0 x oco. L’idée est
de la mettre sous la forme d’une fraction pour pouvoir
appliquer la régle de I’Hospital :
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La limite est la méme en substituant 2 & 1/ dans
P'expression. Ou bien on peut également reprendre la démo
précédente :
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f(z) est définie ssi 'expression sous la racine carrée est
strictement positive. On doit donc résoudre |z| —1 > 0. Ceci
est équivalent & z < —1 ou > 1 (on rappelle que

|z =2 <= z>0et |z|=—2 < 2 <0). Ainsi :

Df :] — 09, *1[U]1a +OO[

On trouve alors facilement que :
Hrf f(x):O 1im f(x): oo (cf. la courbe ci-dessous).
x—to0

I
2. _ 1+:c
g(x) = ——
La fonction g(x) est définie ssi x # —1 et « # 0. Donc :
D, = R/{0; -1}
lin%) g(x)= —1 en réduisant a une simple fraction et
lim g(z)= +oo lim glx)= —0

r——1" r——1t

V1 -1
3 h(x) = Y21

T

La fonction est définie ssi 1 + x > 0 et x # 0. La premiére
inégalité impose x > —1 et 'on en déduit donc que
Dy = [—1,0[U]0, +o0]

La fonction existe en —1 ; sa limite en ce point est donc
égale a sa valeur h(—1) = 0. Le calcul des limites en 0 et
Iinfini se fait par la régle de I’'Hospital :

lim h(z)= 1 =0 et

. 1

m ——
r— 400 r— 400 21/x _|_
lim A(x)= lim 1/2

z—0+ z—0t 2\/F
. Vaz+1-1
4 o(x) = Y
Dy =R* lirﬂrzl d(r)==%1 lin})d)(x): 0 par ’'Hépital.

Voici, dans l'ordre, les quatre courbres en question :

IX
1°. Vab

Comme toute puissance entiére impaire, la fonction 2° est



positive ssi & > 0. Ainsi, f(z) existe ssi « > 0. En 0, la
limite est égale a la valeur de la fonction, cad 0. Reste & voir
la limite en +o00; on a clairement lir}rl f(x)=+o00 et
r— 100
hm f(x)/z= lim 23/2= 400
T—

Tr——+00 —+o0
La courbe posséde une branche parabolique d’axe (Oy) en

400

1
2°.3x+2+ —
+ 2+ NG
La fonction existe ssi x > 0 et 'on doit donc étudier les
limites en 0 et en +oo.

f(x) s’écrit sous la forme de 1'équation d’une droite et d’une
fonction qui tend vers 0 en 'infini, donc 3z + 2 est
asymptote oblique en +00. On a également une asymptote
verticale en z = 0 car 111101+ f(z)=—+o0

xTr—

3. 3z +
Le domaine de définition est [0, +o0]. lirf f(z)/x= 3 et
T— 100
hm f(z) = 3z= lim V= +o0
r—+00 r—+00
Il s’agit d’une direction asymptotique d’équation y = 3z

4. 322+ Vzx

Il s’agit presque de la méme fonction. Cette fois,
lir}rl f(z)/z=+0c0 et la courbe a donc une branche

T—T00

parabolique d’axe (Oy) en 400

Voici les courbes des quatre fonctions ci-dessus :

5. ¢+ cosx
lim f(z)= 400, lim f(z)/z=1mais lim f(z)—
T—+00 r—+00 r—+00
n’existe pas. Il s’agit donc d’une direction asymptotique
d’équation y = x en 400 et également en —oo
6°. ln(z% -1
lir}rl f(z)/x= 0 et la courbe posséde donc une direction
— T 00

asymptotique d’axe (Ox) en +o0. Elle posséde également
une asymptote verticale r =1

3 —1
x

7.

Commengons par déterminer le domaine de définition de
cette fonction. f(x) existe ssi la fraction (23 — 1)/ est
positive et si x # 0. Le plus prudent est de faire un tableau
de signe. Pour aller plus vite (mais ce n’est pas prudent) on
peut également raisonner de la fagon suivante : La fraction
est positive quand numérateur et dénominateur sont de
méme signe. Or, 23 — 1 > 0 ssi z > 1; les deux membres
sont positifs quand = > 1 et négatifs quand = < 0. On en
déduit donc que Dy =] — 00, 0[U[1, +00]

Déterminons maintenant les branches en 400 :
lir}rl f(xz)=+o00. En effet, la fraction sous le radical a la
— T 00

méme limite que 2%/ qui tend vers I'infini.

f(=@)

x€X B ;c—>+oo

=V1=1

lim
xT— 400
Je rappelle que vz |x| pour tout réel z et que ’on peut
donc faire rentrer un nombre positif sous un radical en

I’élevant au carré.
z3—1
T

1

— T

i (f(x) = o) = lim_

4

(23 —1—2%)/x
(Ve + )

Ve-asra)
7(i/;+:c)

= 1. _—
oo 1(\/o + )

La racine carrée au dénominateur tend vers +oo, la
parenthése aussi et finalement tout le dénominateur tend
vers +00. La limite de f(z) — x est donc nulle et 'on en
déduit que y = x est asymptote oblique en +o0o

lim =
Tr——+00 Tr——+00

Il faut recommencer la méme démo en —oo (car la fonction
n’est ni paire ni impaire). Les calculs sont les mémes, a ceci
prés que lorsque z < 0, Va2 = |z| = —z. Par conséquent,
pour “faire entrer” x sous une racine carrée, il faut laisser un
signe moins en facteur du radical. Cette remarque est trés
importante. Le calcul donne alors :

lim 1) =

— lim —V1=-
r——00 T——00 €T
:63‘71 s
lim (f(z) +z)= lim 1
_ 3_1_.3
B e TV B UL S V2
N VO R VR
-1
= lim ——=0
v=oo 1(y/e — )
Ainsi, y = —x est asymptote oblique en —oo.

Enfin, il reste a étudier la présence éventuelle d’asymptotes
verticales. En x = —1, la fonction est définie et vaut
f(=1) =0. En 0, par contre

/-1
hm flx) = hm =400

Donc (Oy est asymptote verticale.

Vous pouvez regarder la courbe obtenue ci-dessous.

D; =R

verticale en 0 et

* lin%) f(z)=—00 et 'on a donc une asymptote
r—
lim f(x)/z=1, lim f(z)—2=0
r—+00 r—+00
en —oo) donc y = x est asymptote oblique en +o0o

(idem

Voici les quatre courbes correspondant a 5°,6°,7°,8° :

9°. Va2 -1

La fonction est définie ssi 2 — 1 > 0. Or, 22 — 1 est positif a
Pextérieur des racines —1 et 1, donc
Dy =] — 00, —1] U [1, +o0]

La fonction est paire et on effectuera donc ’étude
uniquement en +oo.

. flx) ) x? -1
li ;1 — =1 =1let
o So) =oos Dip T = I Y = e
hrJIrl (f(xz) —x)= 0 en multipliant numérateur et

dénominateur par I’expression conjuguée. On en déduit donc
que y = x est asymptote oblique en 4o00. Par parité de la

fonction, y = —x est asymptote oblique en —oo.
10°. Va2 — 2
Dy =] = 00,0]U[L,+oof; lim f(x)/o=1,

xr— o0

hI—P f(x) —x=-1/2; y = — 1/2 est asymptote oblique
Tr— 100

en +o0o et y = —x — 1/2 est asymptote en —oo



11"z + Va2 -1
Dy =] — 00, —1] U [1, +o0[; lirf flz)/x=2et

lir_ilrl (x) — 2z = 0; y = 2z est asymptote oblique en +oo.
T—1T00

La limite étant nulle en —oo, la courbre admet également
(0z) comme asymptote horizontale.

12—
1—|z|

lim f(z)/x=—1et lim f(x)— 2 =0;la courbe admet
Tr——+00 r——+00
une asymptote horizontale x = —1 en +0o et £ = 1 en +00
par imparité. Par ailleurs, z = 1 et x = —1 sont asymptotes
verticales.

\ / \

13°. v/a3 + 22z
f est définie sur Ry. lirf fl@)/z=1et

lim f(z) — 2 = 400 donc y = x est une direction
r—+00
asymptotique en 400
14°. (303 — I2)%

lir}rl f(z)/x=1et lir}rl f(z) —x =—1/3 donc
y = x — 1/3 est asymptote oblique en +o0.

1
15—
z(1+1nz)

Dy =]0,1[U]1, +00. De fagon évidente, la courbe posséde
deux asymptotes verticales en z = 0 et x = 1. Par ailleurs,

hI—P f(z) =0 donc (Oz) est asymptote horizontale & la
Tr—1T00

courbe.

X
1. f(z) = V42?2 —z+1
lim f(z)/x=2et lim f(z)—2x=-1/4
r—+00 r—+00
donc A : y = 22 — 1/4 est asymptote oblique en +o00 et

Ay = —2x+ 1/4 est asymptote oblique en —oo de la
méme fagon.

2°. Soit g(z) = Va2 + 2z — 3+ mz
Déterminer m pour que lir4r_1 g(x)=1
Tr— 100

Il faut prendre m = —1

XI

1— 1+2 —z?
(1 —cosz)(1+ I):lim T —

1°. lim lim ——

z—0

4 _ o2
car 1 —cosx ~ 22/2, 2t — 2% ~ —2%, 1+ 22 ~ 1
|
9 lim ——r /4
z—0 1 — cos 2z
car Incosx = In(1 + cosx — 1), cosx — 1 ~ —x2/2,
In(1 —u) ~ —u, 1 — cos 2z = 2sin’® x ~ 222

3. lim Inztan(ln(l + z))=limzlnxz =0
r—0+ x—0

4°. lim (1 + sin ac)%:lim eln(Itsinz)/z _ o
z—0 z—0

car sinx ~ z, In(l +sinz) ~
Coelm 3x
5°. lim

x—0 2x :il—% Z - 3/2

x

xe re’

=1

=lim
z—0 X

. lim
z—0 e — 1
. .. sindzxtanz . 3rXzx
7. lim ———=1lim ————
=0 1—cosz z—0 x2/2
21n(1 2
g qim 200D 20
z—0 1 — 2 z—0 —2x
i X
9. lim —— " i S L = 9
e—01—cosx 2—0 22/2

=6

sin 2x

lim —————— = —2V/2 car sin 2z ~ 2s,
z—0~ 4/1 — cosx

1 —cosz = 2sin® 2/2 donc /1 — cosz ~ /2|z|/2
Inz In(1 — u)

11°. i =1i =2

— z—1 1‘1—>InO,/1—u—1

car In(l —u)~—-uetv1—u—1~—u/2
Inx In(l—-w) 1

12°. lim =lim = -
z—1le® —e z—0e(et —1) e

carIn(l —u) ~ —u, e =1~ —u
2z _ .3 2z

13, lim T~ lim = -0

z—+oo Inz — 22e® z—+oo —x2e”

2¢ __ .2 2x

14 lim —— "  fim ——— =1/4

z—+oo (2% — xInx)? z—too (2e7)2

in(2

15, lim S22 _ o 5

z—0 sin(5x)
car sin2x ~ 2x et sinbx ~ 5x

. sin(3z3 + 29)
16°. 1 — =
oot 1= cos(5x3) oo
sin(3z3 + 2°) ~ 323, 1 — cos(5z*) ~ 252°/2 donc

sin(3z°42°) 3
I—cos(5z3) 6/251'

XTI

40" 2
lim ()
r—0 2

. a® + b”" . Ina.a® + 1Inb.b”
1°. lim =lim =1
e—=02(1+ Z(lna+1Inb)) «—=0 Ina+Inb
x bil)

9. & RN (1+ g(lna +1nbd)) d’aprés ci-dessus.

Hélas, on ne peut pas passer au In des deux cotés de
I’équivalent puisque la limite commune de ces expressions

est 1 (cf. cours).

3°. Nous utilisons alors la régle de I’'Hospital :
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D’aprés ce qui précéde. Ainsi :
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