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I. Intégration directe
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En effectuant une double intégration par parties, on a
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III. Fractions rationnelles
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Soit F'(x) la fraction a intégrer. On a
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IV. Changement de variables
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V. Intégrales trigonométriques
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En décomposant en éléments simples.
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VI. Intégrales de Fourier
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VII. Calcul par récurrence
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VIII. Intégrales de Wallis
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1°. Calculer 10711712 et JQ,Jl,Jg
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1°. Calculer f'(z) et en déduire I.
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2°. Montrer que K =21 + J et K = V3 — J. En déduire
J et K.
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Soit I,, = /16 z(Inz)" de,n e N

1°. Calculer Iy et I; et montrer que 21, + nl,_1 = €2

Ioz/ x dr = (e —1)/2, Ilz/ xlnzdr =1/2 en
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2°. Calculer I
En utilisant la relation de récurrence,

1
onaly,= 5(6271)

3°. Montrer que (I,),>0 est décroissante et que

<I,<
n+3 - T n+2

Vz €]l,e[,ona 0 <Inz <1 et par suite, (Inx)™ est une
suite décroissante. L’intégration respectant la relation
d’ordre, on en déduit que (I,), est décroissante.

Del,t1<I,<I,1ona

2

e
(n+2)I, < 2I, +nl,_ :262 =1, < p——
e
De la méme f: I, >
e la méme fagon, I,, > e
4°. Calculer lim I, et lim nl,
n—-+o0o n—-+o0o

La double inégalité précédente montre que 1ir4r_1 I,=0
n—-+oo
et lim nl, =é?

n—-+o0o

XIV.

Soit I, = / (Inz)*dzn >0
1

1°. Montrer que Vn € N,Vz €]1,e[, (Inz)" — (Inz)"*' >0
et montrer que (I,,), est décroissante.

Il s’agit du méme type d’exercice que précédemment.
Reportez-vous au corrigé précédent...

Vz €]l,e[, 0 <lnz < 1 et donc (Inx)"* < (Inz)".
L’intégrale respectant la relation d’ordre, on en déduit
que la suite (I,), est décroissante.

2°. Calculer I; et montrer que Vn > 0,
Inyi=e—(n+1)I,

e
L= Inzder=(zlnz—2){=1

1

Lt = [a(ine)"]} -

1
Inyi=e—(n+1)I,
3°. En déduire I, I3, 14

1226—211:2,1326—3(6—2)26—2€et
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4°. Montrer que I,, > 0 et que (n+ 1)1, <eVn >0

€

x(x + 1)%(1n x)"dx

Inz > 0 sur |1, e[ donc I,, > 0 et d’apres la relation de

e
6 — nL,>0=0<1, < ——
récurrence, e — (n + 1)I,, > Shhs——

5°. Calculer nl,, + (I, + In+1) et en déduire lim nl,

n—-+oo

nl,=e—Iny1 —In=nl,+ (I, + I,-1) = e= cte
On en déduit lim nl, =e
n—-4-o0o

XV.
1
Soit I, :/ 2"V1+xdr,neN
0

1°. Calculer Iy, I et montrer que (Ip,)n>0 est

décroissante.

1 2v/2
IO:/ \/:chld:c:T\/_
0

1

4/2
I = / vV + ldx = 1—\/5_ en intégrant par parties.

0
et 0 <z < 1= (z"), décroissante et par suite (1),
aussi.
1 2
<1, 2
n+1 n+1

11 suffit d’établir la relation de récurrence et de procéder
comme dans ’exercice précédent.

2°. Montrer que

4°. Calculer I, et lim nIl,

n—-+4oo

lim
n—-+o0o

Idem exercice précédent.

XVI.

us us
Soient I = / costx dx et J = / sin® x dx
0 0

s
1°. Montrer que I = / cos z(cos & — cos xsin’ x) dx
0

cos? & = cos? z cos? x = cos?(1 — sin® ) = cos z(cos x — cos z sin” x)

T 1
2°. Montrer que I = / sin?z) dr — §I
0

En intégrant par parties, on obtient :

1 .. T 1
I = [cosz(sinz — 3 sin® 2)]7 + / sinz(sinx — 3 sin® z)dx
0

:/ sin2zdzfll
0 3

B 1
3°. Montrer que J = / cos® & dx — §J
0

Idem ci-dessus.

4°. Montrer que I + J = 37/4 et que I = J. En déduire [
et J.

3 [T 3
]+J:—/ (Sin2x+0052$)dm=—7r
4 Jo 4

En effectuant le changement de variables ¢ = 7/2 — x on

voit facilement que I = J

Ainsi, I = J = 3%

5°. Retrouver ces résultats en linéarisant sin* z et cos? z

i —iz\ 4
1
cos* x = (%) =3 (cosdx + 4 cos2zx + 6))
}W 3

11
= — |=sindx + 2sin 2z + 6z
8 o 4

4
Id in*
em avec sin- &

XVII.

1
Soient f(x) = L;rem, g(x) = —2Inz —ze+1,
x

en+1 1 t e

n
In:/n (t_Q)dtetJ":/n
€ e

1°. Etudier g(z). Montrer que g(z) = 0 admet une
solution unique a. En déduire le signe de g(z).

n+1

f(t)dt ¥n e N

f et g sont définies sur ]0, 400 et l'on a

g'(z) = —= — e < 0 sur le domaine de définition. Par
x



suite g est décroissante. Comme lim+ g(x) = +o0 et
z—0
lir}rl g(z) = —o0, en appliquant le théoréme des valeurs
T— 100

intermédiaires (g est continue), on en déduit Pexistence
d’une unique valeur « telle que g(a) = 0. Si z < «,
g(z) >0etsiz>a, g(x) <O0.

2°. Etudier f(x)

f'(x) = g(x)/2® et 'on en déduit que f est croissante
lorsque g(x) > 0, ie lorsque = < «

n+1 n+2
3°. Montrer que I, = ntl_ L, montrer que
en en+1
Jn = I, + e et en déduire lim J,
n—-+oo

Les formules apparaissent en effectuant une intégration
par parties. La premiére égalité montre que I,, tend vers
0 et la seconde que J, tend vers e.

XVIII. Exercices de la Banque d’Epreuves

Le corrigé est disponible & mon bureau si vous coincez
sur ces exercices (qui sont d’un bon niveau).

1°. Calculer par intégration par parties

T t2
2t —1)In | ——— | dt
/1( )n(t2+t+1)

IL‘/Q dU
2°. Soit h(x) = / deéfinie sur I =] — m, 7]
0  COSU

Calculer h(z) en effectuant le changement de variables
t = tan(v/2).

Démontrer que h(zx) est bijective sur I et donner
Pexpression de sa réciproque k(y)

1/2 5 4 1
3°. Calculer / wdaz
g zrt—ad4+ar-—1

20 sin(2t)

/2
4°. Calcul dt
areier /0 cos(3t) + 8 cos(2t) + 39 cost + 48 ¢
posant x = cost

1

° . v—1
5°. Soient f(x) = (@2 —2)(22 — 2z +2) et

4—2x3 — gt — P !
. Calculer I = / f(z)dz et
16 — y3 0

J = /01 g(x)dx

Applications du calcul intégral

g(w) =

XIX. Moments d’inertie d’un solide
XX. Calculs d’aires et de volumes

XXI. Travail et puissance en électronique



