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en décomposant en éléments simples (question difficile).

II. Calculer par changement de variables
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obtenu en décomposant en éléments simples, puis en
intégrant terme a terme (on fait apparaitre des In et des
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ITI. Nature des intégrales
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Nous noterons souvent f(x) la fonction a intégrer et I
I'intégrale.
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en 0 et la fonction est positive; I converge.
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La fonction est négative sur ]0,1[; elle est donc de signe
constant et I'on peut utiliser les critéres. Inz < x = m >
qui n’est pas intégrable sur un voisinage de 0 de la forme
10, u] : I diverge.

Nous regardons également la convergence en 1 bien que cela
ne soi pas nécessaire (I diverge si I'intégrale est divergente a
I'une des deux bornes, ce qui est le cas ici). On peut poser
u=1l—-xzetl= f1 ln(_lduu) In(1 —u) ~ —u en 0 donc

I'intégrale diverge aussi en 1
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majoration, I'intégrale converge.
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Cette intégrale est généralisée en 0 en +o00
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f(x) ~ 1 et l'intégrale converge donc car la fonction
constante égale a 1 est intégrable au voisinage de 0
e en l'infini :

On utilise le critére d’Abel : | / sinz dz| <2 et
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On applique le critére d’Abel de la méme facon que
ci-dessus : I converge.
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IV. La fonction Gamma d’Euler
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1°. Démontrer que I'(x) existe si et seulement si x > 0.
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1°. Montrer que I, J, K et L sont convergentes.
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I est intégrable en 0.

e Le changement de variables u = m/2 — x montre que I = J
donc J est également convergente.

e K est convergente en 0 pour la méme raison que I. Elle est
aussi généralisée en 7, mais le changement de variable

xr = — u permute les bornes, de sorte que le comportement
de K en 7 est le méme qu’en 0, ie 'intégrale est convergente.
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critére de majoration, L est donc convergente.
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3°. En déduire K, I et J.

Les questions précédentes donnent un systéme de 3
équations & 3 inconnues. On obtient facilement :
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2°. Pour quelles valeurs de a I'intégrale I, est-elle
convergente 7

La fonction est > 0 et on peut donc appliquer les critéres de
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convergence. I—Q ~ — qui converge ssi & > 1 en 400
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a T n( +$):|1 o) 1722 T
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VII.

Soit I,, = /Tr cotang sinnx dxr pour n € N

Soit f la f01010tion 2m-périodique paire définie sur |0, 27[ par
f(z) = In(2sin ;)

ATTENTION : Cet exercice utilise les séries de Fourier!!
1°. Faire I’étude compléte de f

fIssisin(z/2) >0 < x €]0, 27|
In(2sin(z/2)) est 4dr-périodique définie sur |2km, 2(k + 1)x]
donc f est 2w-périodique (par définition) et définie sur
R/ {2km; k € Z}
1
Etudions f sur |0, 27 : f'(z) icotang > 0six €0, n
f(@) >0 < 2sin(z/2) > 1 < x € [r/3;5m/3] et
f(7) =In2 est un maximum.

2. / In(2sin E) dr =mIln2 —|—/ Insin = dz posons
0 2 0 2
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u:x/2:7rln2+/ In(sinu)(2du) =7ln2 —7ln2=0
0

(cf. exo 5).

3°.

2 2 1
cotang[sin((n + 1)z) — sin(nz)] = ZTE((;C;Q; [2 cos( n2+ ) sin(%)]
2n+1 T r 2n+1 r 2n+1
= 2 —_ = —_ -
cos( x) cos 5 cos(2 +— ) —|—COS(2 5 ¥
= cos((n + 1)z) + cos(nz)

4°. En déduire que I,, = w Vn € N*

Iny1—1I, = cos((n + 1)x)dx + / cos(nz)dx
0

sin((n + 1)3(0)) B sin(nw)Jw _
= 0 —

n+1
4Ainsi7 vn, I, =11 =5 =7

0




us
En effet, I; = 2/ cos? gdaz = (z +sinz)g =7
0

5°. En effectuant une intégration par parties, en déduire les
coefficients de Fourier de f

f est paire donc b,, = 0. Par ailleurs,

1 2 1 ™
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27T 0 2 ™ 0 2
2

1 2 1
ap, = —/ In(2 sin E) cos(nx)der =0— —1I, = ——
7 Jo 2 2nm
coS Nx
Ainsi _
insi, S(z) Z -

n>1
6°. f vérifie-t-elle les hypothéses du théoréme de Dirichlet 7
Pour une fois la réponse est non car f(z) tend vers l'infini
en 2k et n’a donc pas de demi-dérivée en ce point. Par
contre, f est de classe C™ sur 0, 27[ ot 'on peut appliquer
le théoréme.
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8°. Calculer Z ——— En z =, f est continue et
n=1 n
(="
f(m) =8(r) donc In2 = — Z

n
n>1

VIII.
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Soient I,, = / t"e~tdt et J, = / a"e Vidy pour
0 0

n €N

—+o0
1°. I :/ etdt = (—e H)f>* =1

o0 %0
L :/ te”tdt = (— —t)g°°+/ e tdt =1
0 0

+oo o]
I = / t?etdt = (—t?e ) +/ te”'dt =2
0 0
2°. I, = n! par récurrence.
3. Jp =2 et
0

AiHSi, J() = 2]1 = 2, Jl = 2]3 =12 et JQ = 2]5 = 240
IX. Concours 2003

/+°° dx
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o (zF+1)"

101_/+°° de 7w
), 22+l 2

En effectuant une intégration par parties,

=2Irn41

I, = {L]MJF/MA@:—%I —onI
T EE A, Sy @@ ynrttT T s
Dou I, = =1

2n

7r 3
2°. 12—11/2—Zet13—312/4—16

Enfin, par récurrence, on démontre que

@2n—-2)! =«
In*m2p0urn>l
X.
tint ! Int !
Soient f(t):—n,lz/ el P In—/ 7 Intdt et

1
tl
JIn :/ t"l—ndt pour n € N
0

1°. lim f(t)=0et lim f(t)=-1
z—0t r—1~

1—t+Int

2°. f est continue sur ]0,1[ et f'(t) = W

/2 .2
<Oet f Jn:/ mig)d:ceu{nff
5 0

est donc décroissante de 0 & —1 sur ]0, 1[; on en déduit
qu’elle est bornée, donc qu’il existe
M>0/0< f(x) <MVazel01]

1

FO<fH)<SM=0<J, <M [ thdt< et donc

n —+

0
lim J, = 0 d’aprés le théoréme des gendarmes.
n—-+4o0o
i 1 . ,
4°. I,, = —— est vraie si n = 1 et se démontre dans le
(n+1)2

cas général par une récurrence facile.

1—t"+1
I, =
S [ 5

—— Intdt =
1 1ntegrale et en utllisant la formule de la somme des n
premiers termes d’une série géométrique.

I+ J, par linéarité de

n
Deméme,I:Z]k,J
k=0
1 +oo )
Int 1
o A 1ri tdt Z:l w2 % d’apreés la lecon sur les séries
de Fourier.

sint

+oo
XI. Calcul de / Td

0
Soit f(x) :/0

t +° sint
sin gt tI—/ smd
0 t
1°. Montrer que I est convergente.

L’intégrale est généralisée en 0 et +00. Au voisinage de 0,
sint sint
—— >0 et —— ~ 1 qui est intégrable. En l'infini, le critére

d’Abel s’applique et 'intégrale converge également.
2°. Montrer que f est impaire et continue sur R

P =
fl(x) >0 < z €)2km, (2k: + 1)7[. f est par ailleurs

t “ si
impaire car f(—x) = / ﬂdt / SIMY = —f(x)
0 o u
3.

w/2 1
Int1 — JIn = / — [sin((2n + 3)t) — sin((2n + 1)t)] dt
o sint
w/2
=2 cos((2n + 2)t)dt = 0 car

0
sin((2n + 3)t) — sin((2n + 1)t) = 2sint. cos((2n + 2)t)
Ainsi, J,, = Jo = g Vn

sin x

par définition d’une primitive et

t—sint

6°. La fonction g(t) = est continue sur |0, 7/2] et

tend vers 0 quand x tend vers 0 (d’aprés la régle de 'Hopital,
par exemple). On peut donc prolonger g par continuité en 0.
Le lemme de Riemann-Lebesqgue donne alors le résultat :

liIJIrl (J, — K,) =0 et comme J,, = 7/2, hrf K,=7/2
(2n+1)m/2 sinu
7°. Posons u = (2n+1)t dans K, : du et donc
0 u
t 2n+1)w/2 _:
I= / S0~ lim 8 = lim K, =7
0 t n—+oo J n—-—4o00 2

X1II.
nw/2 . 2t

On pose, pour tout entier n > 1, I, = / #dt,
0 n2sin®(t/n)

sin((2n — 1)x) d

sSm- T sinx



+00 . 2
t
Soient également I = / (%) dt et
0

1
g(x) = —5— — —; une fonction définie sur |0, 7/2].
sin“x @

1°. Montrer que I est convergente.

2°. Montrer que g est bornée sur |0, 7/2]. En déduire que
lim I,=1

n—-+o0o

3°. Montrer que J, et K, sont convergentes pour tout n > 1

4°. Calculer K,, 11 — K, et vérifier que J,41 — J, = Kpq1

Vn > 1. En déduire K, et J,

5°. Trouver une relation entre I,, et J,. En déduire la valeur

de I

6°. En intégrant par parties, en déduire la valeur de

+oo i
t
/ sin it
0 t

XTIII.
Soit f(x) =e “In(l+€®) et I(a) = /a f(z)dx
0

1°. Montrer que f(z) > 0 et que I(a) >0

x b
2°. Déterminer a et b tels que ¢ =a+-——;en
14 e” 14 e”
¢ d
déduire J(a) = / a .
0o 1l4e”

3°. Calculer f + f’; en déduire I(«)
4°. Calculer lim I(a)et lim J(«)

a——+00 a——+00



