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I

Nous noterons < uq, ..., u, > ’espace vectoriel engendré
par la famille de vecteurs (uq, ..., up). Lorsque cet espace
sera de dimension 1, on notera parfois Ru la droite
vectorielle engendrée par u

I < . > Pla)=a® —2—2—= (2 —2)(x+1)
Siu(2,1) et v(1,2), By =Ruet E_; =Rv

2. jl 1 P(z) = 2® — 22 + 2 n’a pas de racines
réelles; il n’y a donc pas de valeurs propres.
. 3 1 2 .
S R P(z) = (z —2)* et siu(l,—1), B2 = Ru
(0 -1 )
4. 10 P(z) =2° —1et Sp(A) = {£1}
3 -1 1
500 2 0| Plx)=Q2-2)724—1)
1 -1 3

Notons u(1,0,—1), v(0,1,1) et w(1,0,1); alors
Ey =<u,v>et By =Rw

2 0 0
6. =4 0 -1 | Plz)=2—-a)(x*+1)etsi
5 1 0

Fs =Rv et B3 = Rw
2 0 0

gl 1 -1 2 | Plx)=2—x)(z—V3)(z+V3) et si
1 1 1

u(1,3,12), v(0,v3 — 1,1) et w(0, —v/3 — 1, —1) alors
FEy = Ru, Eﬁ:Rvet Eﬂ/g:Rw

II

Considérons la matrice A € M, (R) définie par
Qi3 = 1 VZ,] = ].,..,TL

n

I ker A={zeR"/ > x =0}

i=1
C’est un hyperplan de dimension n — 1 dont une base est
1 0 0
0 1 0
donnée par {e; sea |l oo |y emen—a | oo |}
0 0 1
-1 -1 -1

0 est donc valeur propre de multiplicité n — 1

2°. Ae = ne = n est valeur propre associée au vecteur

propre e et comme A posséde au plus n valeurs propres
Sp(A) = {0,n}. Donc P(x) = 2" *(z — n)

3. Tr(A)=netdet A=0

4°. A est diagonalisable car elle est symétrique !

111
2 3 1
1 0 -4 -2 | P(z)=—z(z—1)(z—2)
4 12 5
1 1 3
Eo=R| -2 | B4 =R| -2 | Es=R| —4
4 5 12
> dim E; = 3 donc A est diagonalisable et
0 0O
D= 0 1 0 dans la base ci-dessus.
0 0 2
1 00
2l 0 1 0 | Plx)=(1-2)
1 0 1
0 0
FEi =< 1 ) , 0 >
0 1
dim F7 = 2 < 3 donc A n’est pas diagonalisable.
8 -1 2
3 70 2 | Pl@)=>0-2)73*2-2)
-18 3 -4
1 2
Ey=R 1 Ey =R 2
-3 -5
> dim E; = 2 < 3 donc A est n’est pas diagonalisable
-4 0 -2
0 0 1 0 | Pl)=—(z-1)*z+2)
5 1 3
2 -1
Ei=R 0 EF =R 0
-5 1
> dim E; = 2 < 3 donc A est n’est pas diagonalisable
1 2 -1
5.0 -2 3 2 P(z) =2(zx—3)(z —1)
0 2 0
1 3 2
Eo=R| 0 | B;=R| 1 | E3=R| 3
1 2 2

On a trois espaces de dimension 1 donc A est
diagonalisable et dans la base donnée par les trois

0 0O
vecteurs ci-dessus, D=| 0 1 0
0 0 3
-2 4 —4
6. —4 6 —4 | P(z)=(z+2)(x—2)?
-4 4 =2

FE5 est formé des vecteurs dont les coordonnées vérifient
x —y+ z =0, autrement dit :

-1 1 1
Ey =< 0 R 1 >F =R 1
1 0 1
> dim E; = 3 donc A est est diagonalisable et
2 0 0
D=0 2 0 dans la base ci-dessus
0 0 -2




v sous espaces propres sont donnés par E) = R i\ et
1 00 N INIBY

"] 0 1 0O Eyv =R ( > Ainsi P = ( > est une matrice
10 1 1 1 1

i ) ) de passage vers une base de vecteurs propres. On a
sinon 1 serait seule valeur propre et ’on aurait A 0 1 1 —
également D = ( ) Pl = ( ) et

A=1 0 N VAT
0 0 0 I'on en déduit que A" = (PDP~')" = pD"P~!
221 0 0 0 1 An+L _ ymel A\
1 0 0 = % ( AT — N An—1 _ y/m—1 )

car A est nilpotente, donc 0 est vp donc A non

Si 'on veut maintenant exprimer u,, en fonction de ug et

diagonalisable. Upa 1 1
w1, il suffit de remarquer que ( e ) =A" ( >
01 0 n 1
3.1 0 0 1 3°
0 0 0 1 1
' Up = = ()\n _ )\/n +>\n71 _ )\/nfl) _ _()\+ 1)()\7171 _ )\/nfl)
pour la méme raison. 5 V5
1 0 O
421 0 -1 0
0 0 4 VI
car elle est déja sous forme diagonale ! 1 0
01 2 . Pr)=2-2)(1-z)=E=<|1|,[1]>
5.0 1 0 6 0 1
9 6 0 1 101
car elle est symétrique. et By =R 1 p=1 1 11
1 01 1
4 -1 1 1 00
6.1l 0 —1 2 D = 0 1 0 avec D = P~1AP
0 0 6 0 0 2
car elle a 3 valeurs propres simples en dimension 3. -
n
0 1 0 On pose maintenant X,, = Yn = X411 = A, et si
7.1 1 0 0 Zn
0 0 1 o,
car elle est symétrique. Y, =P X, = Bn alors Y, 41 = PT'APY, = DY,
Tn
1 1 1
Qo
8 111 de sorte que Y, 11 = On ie ay, = @, B = Bo et
1 1 1 %y
n
pour la méme raison. Yo = 2"70. Enfin, puisque X,, = PY,,, il vient
Tn = ag + 2"
01 0
9 01 1 Yn = o + Bo + 2"
00 1 Z7L:50+2n70
car P(z) = —a(z — 1)2 et dimker(A — I) = 1 Les suites convergent ssi 79 = 0, ie —2xg +yo — 20 =0
XE€E < z=y2=0 2. P(z) = (x — 1)(z+ 1)(2 - z)
2 0 0 De la méme fagon que ci-dessus, en notant
10 0 2 0 1 2 1
-1 1 3 Ei=R 1 ,E,=R| 1 |,E_.1=R 1 ,
car P(z) = (2 —2)*(3 — 2) et dimker(A — 2I) = 2 -1 1 1
1 2 -1 1 0 0
P = 1 1 1 , D=1 0 2 0 ,
A% -1 1 1 0 0 -1
N _ 1 1 Up+1 . Up 42 . 1 0 3 =3 Qp
1'AX"_(1 0)( U, )_(unﬂ)_X"“ P_IZE 2 0 2 et Y, =P 'X,=| 6.
= X,, = A" Xy et le probléme est donc le calcul de A™ -2 3 1 Tn
1—-z 1 10 0
2°. P(x) = ‘ 1 | = x? — 2z — 1 dont les racines alors: D"= | 0 2" 0 d’ou A" = PD"P~!
0o 0 (-~
sont A = 5 et ' = 5 ) ont2 _9(—1)n Tl 34 3(—1)ntt 34 2nt2 4 (1)l
OnaX+ X =1et A\ = —1; par ailleurs, puisque 4 a = ontl _ 9(—1)" 3+3(-1)" —342mt 4 (—1)"
deux valeurs propres simples, A est diagonalisable et les 6 on+1 _ 2(—1)" -3+ 3(-1)" 34 ontl (—1)n



2
Xn = AnX() avec X() = 1
1

Uny1 = 5 [27F3 —4(=1)" T 43 4 3(—1)" ! — 34272 4 (—1)"
Uni1 = § [277 —A(=1)" 43 43(-1)" =342 4 (1Y = PY =
Wny1 = 3 [2772 —4(=1)" =34+ 3(=1)" + 3+ 2"+ 4 (—1)"]

On constate que les lignes 2 et 3 donnent la méme
expression lorsque 1’on change n en n + 1; en simplifiant,
on obtient : u, = v, = 2"

VII
¥ =2r—-2y+z z(0) =1
1.¢ ¢y =2z —3y+2z avec { y(0)=1
Z=—x+2y z(0)=1
P(z) = —(z —1)*(z +3)
1 1 1
E 3=R 2 |, E =< 0 | 1] >,
—1 -1 1
1 1 0 0
P= 0O 1 2 et D= 0 1 0
-1 1 -1 0 0 -3
Y1
Notons Y = P71X = | 1 de sorte que X = PY

Y3
Résoudre le systéme différentiel revient & déterminer X

tel que X' = AX, ce qui est équivalent & déterminer
Y = P7'X tel que Y’ = DY ; en effet, comme indiqué
dans le cours,

X'=AX < PX'=PAX < Y'=PAP'(PY)
— Y' =DY

Mais puisque D est diagonale, le systéme Y/ = DY est
équivalent & la donnée de 3 équations différentielles
simples (on a en fait “désimbriquées” les équations).

Yi=u
Y'=DY — yh =1y dont les solutions se
Y3 = —3y3

calculent facilement : y; = kret, Yo = koet, Y3 = kse 3t

kzlet + k’get + k‘36_3t
k’get + 2k36_3t
—kyet + koet — kge 3t

La condition z(0) = y(0) = 2(0) =1
ki+ka+ks=1
= ki1 +2kz =1
ko — k1 —ks=1

=X =PY =

sr=y=z=c¢

¥=—-x+y+z
2.8 yY=r—y+=z
Zd=x+y—=z

En utilisant la méme technique que ci-dessus, on obtient
les résultats suivants :
P(x) = (1—2)(2 +2)*
1 -1 -1
1 R EF_5 =< 1
1 0 1

E; =R
1 -1 -1 1 0 0
P = 1 eteD=| 0 -2 0
1

1 0
0 1 0 0 -2

o
v

Y1 =y
Y =DY «— yh = —2y9
Y5 = —2y3
calculent_facilement : y; = krel, Yo = kzge_Qt, Yz = ke 2
x =kiet — koe 2t — kge~ 2t
y = kiet + kype %
z = ket + kge™?

dont les solutions se

¥ =2z+y
. yY=x+2
2 =3z

La derniére équation 2z’ = 3 s’intégre immédiatement en
z = ke, les deux autres donnent alors un systéme
différentiel de taille 2 x 2 :
P(r) = (1-z)3—x)
([ -1 -1
(7))

1
dont les solutions se

)

O =N

w o N

1
1/ -1 1
,17_ _
F 2(1 1)’D<
/o

YI:DY {y/lyl
Y2 = 9Y2

=3
2
calculent facilement : y; = kie’, yo = {fge‘”,
x = —kiet + kqe?
=X =PY — y = kit + koe®
z = kse3t

VIII

1°. X\ valeur propre de A <= il existe X # 0 tel que
AX = )X

2°. AB = BA et ces matrices sont symétriques donc
diagonalisables.

3°. Pa(x) = 2%(3 — x) Sp(A) = {0,3}

—1 -1 1
El=<| 1 |, 0 |>E{=R|[ 1
0 ) 1 1

Pp(x) = (¢ +2)*(z — 1) Sp(B) = {-2,1}
—1 -1 1
EB, =< 1 |, 0 |>EF=R| 1
0 1 1

En fait, on a Pg(x) = Pa(z + 2), cqfd.

4°. Dans la base donnée par les colonnes de P, les

3 00
matrices associées & A et B sont D,, = 0 0 O et
0 0 O
1 0 0
D, = 0 -2 0
0 -2
1 1 1 1
5Pl == 1 -2 1
V1 1 =2
U
6. X'=BX <— Y=P ' XavecY=| v
w
u =u
Y' = DY «— v/ = —2v  dont les solutions sont :
w = —2w

u=kiet, v=rkoe 2w = kze %,



x=kiet — koe 2t — [ge—2t Sp(A) = {£1}
=X =PY <= y=kiel + kge™?t E4 est formé des vecteurs dont les coordonnées vérifient
2z = kiet + kse % = —z et y = z. Autrement dit :

. n 1 0 -1
7. De Xnpr = AXn = f(i Q(ilg))rfo 1— (=2 1-—(-2 A=< 0,11 >et E_1 =R 1
A" =PD P =2 1-(=2» 1+42(-2)" 1+ (-2)" 1 0 1

3 1—(—2)" 1—(=2)" 1+42(=2)" 1 0 0 0 1 -1
Up = 8 + (—2)"(—2up — vo — wo) b={ 0 L 0, P={10 1"
Up = S+ (72)”(2&() + vo + w()) avec 00 -1 0 1 1
wy, = s+ (—2)"(ug + vo) 1 12 -1
s = ug + vg + wo. P 9 10 1
-1 0 1
Ces trois suites convergent si et seulement si
2. D? =T et

2ug 4+ vg +wo =0
2up +vo+wo =0 = uy =—v9 = —wop
uo +vo =0

IX

€ ensemble des matrices de M3(R) de la forme

[ a+b a—-1D
M_(ab a+b)a’b€R
g=( b1

1 -1
1 1>etK<—1 1>
= M =aJ +bK
J?=2J, K*=2K, KJ=JK =0
=>M+M=(a+d)J+ b+V)K €& et
MM’ = (aJ +bK)(d'J +VK) = (2aa’)J + (2bV')K € £

2°. C’est, un sous-espace vectoriel de ’ensemble des
matrices 2 X 2 et I’écriture aJ + bK est unique et J et K
sont linéairement indépendantes (leurs coefficients ne
sont pas proportionnels). = £ est un espace vectoriel de
dimension 2 et de base {J, K}

3°. Posons a =b=1/2 =TI € £; on cherche alors

M'(a', b)) MM'=1;or, MM' = (2aa’)J + (2bb")K

donc on doit avoir 2aa’ = 1/2 et 2bb' = 1/2, ie a’ = £= et
1 1

V=gf=>M"'=—J+_-K

M est inversible ssi a et b sont non nuls.

4°. Par récurrence, M™ = 2" 1" J + 2" 1p" K
5°. M est symétrique donc diagonalisable.

i a+b—=x a—>b
6" Pz) = a—b a+b-z
=(@+b—2)®—(a—b)? = (2b—12)(2a — 2)
= Sp(M) = {2a,2b}

~1

Es, =ker(A—2al) =R
1 1
1 -1 )

—_

Egb = ker(A — 2bI) =R

~—

) Les deux espaces sont

de dimension 1

e n_ [ 2a O _
oo (208

1L/1 1
,17_
F 2(1—1)

X
— 0 1

I'"Plr)y=| 1 1-2 -1 |=-(1-2)*x+1)
1 0 —x

D =P AP = P~1A2P = (P~1AP)? = ] = A?
=A=A4""1

3°. Par suite, A™ = I si n pair et A™ = A si n impair

/

T T
4. Onpose X=| y |et X =1 o |et
z P
U
Y=P 1= X=PY avecY = v
w
u= ket
X' =4X <—= Y' =DY = v = koel
w = kset
U, UnJrl
5°. On pose X,, = Un = Xp41 = Un+1 et
Wnp, Wn41
Xn+1 = AX,, <= X,, = A" Xy ; on trouve alors, aprés
Un = Uo
calculs, Un =V  Sin pair
Wp = Wo
Up = UQ
et Up = Ug + Vo + wo sin impair
Wy = Wo

6°. Soit ¢ : Ro[X] — Ro[X]/

P=ar? +br+x — ¢(P)=cx® +(c+b—a)r+a

(P +Q) = 6(P) + 6(Q) et $(AP) = Ap(P)

= ¢ linéaire et My = A = A7l = My

Donc si ¢(P) =a? +x+ 1 alors P=a?+x+ 1 et 'on a
F =E, = {P(x) = ax® + bx + a;a,b € R}

1 1
=et =17 — 4+ A
= (2k)! kzzo (2k + 1)!
chl 0 shl
Set=ch1xI+shlxAet= shl e —shl
shl 0 «chl

XI

1°. A est symétrique donc diagonalisable.

2. P(z) = —(z 4+ 1)*(x — 5) = Sp(A) = {~1;5}
1 0 1

Es=<| 0 |,| 1 |>etBE=R| 1
-1 ~1 1

By =A{(z,y,2)/ t+y+2=0}



1 1
3. detP=3et P! = 3 2

4°. On pose X = et X' =

Y=P 1= X=PYavecY =

=AX < Y' =DY

x = k1€ + koe™?
= y = k1€ + kze™t

2z = k1% — koe™t — kge™?

5. ¢(1) = 222 + 2z + 1, ¢(x) = 222 +x+2
px*) =2’ +22+2=A=M=

ailleurs, on vérifie que ¢(P — Q) =

linéaire.

!
ooa= (g o )a=(y

)\A:()\a Ac cfetdeméme, A+A €&, 1€

b Aa

donc £ est un sous-espace de Mz (R

A:aI+bJ+cKavecJ=(

0 0

1 . .
K= ( 0 ) et cette écriture est unique. Donc & est
de dimension 3 ; une base est {I, J, K}

La encore, A(A+ A") = A(A) + A(A") et A(MNA) = NA(A)
et donc A est linéaire et sa matrice dans la base {I, J, K'}

est A

<Z)(Q) donc ¢

XII

3—x =2

1°. P(z) = 9 9_ 4

simples. On a par ailleurs P~! =

A" =pD"pP!
An = l 2n+2 _ (_1)n _2n+1 + 2(_1 n
3 2n+1 _ 2(_1)n _9n + 4(_1 n

2. X, = AX,_1 = A" X,

= (272 — (1)) +
= {2 E e S o

3°.OnposeX<x>etX’<x
Y Y

YPléXPYaveCY<

=AX < Y'=DY

x = 2k1e?t + koe™?
y = ki1e?t + 2kqse™t

=(z—-2)(z+1)

|
o (3 0)ar-(? ]

A est diagonalisable car elle posséde 2 valeurs propres

(~2"+ 4 2(-1)")

Si 2(0) = y(0) = 1 alors

2k1 +ka=1et k1 +2ky =1 d’ou &y :k2=1/3et la
r=2/3e%+1/3e7"

solution (unique) est en ce cas { = 1/3¢2 4 2/3¢

XIII

Soit o € R et u 'application linéaire dont la matrice dans
la base canonique de R? est :

3 0 0
A= —a 1 «
2 0 1
= (z—1)*(z — 3), Sp(A) = {1;3},
1
= O)etElkerA I)ie
1

Y €l < rz=0c¢t ar =az.

z
Si a = 0, ’équation est toujours vérifiée et dim Fy = 2 et
E; est un espace vectoriel de dimension 2 engendré par j
et k.
Sia#0,z=2=0=dimE; =1 et alors E; est un
espace de dimension 1 engendré par j

2°. a = 0 = A est diagonalisable. & # 0 = A non
diagonalisable.

3°.4°. B € Es et j € E7 dans tous les cas, on a

3 0 0 1 00
T=| 01 a |etenposant P=1| 0 1 1 |,on
0 0 1 1 0 1

a une matrice de passage vers cette base.

5°. det P # 0 donc P inversible et

1 0 0
Pl = 1 1 -1
-1 0 1

On peut alors calculer T = P~'AP et constater &
nouveau le résultat.

3 0 0
6°.T" = 0 1 na et A" = PT"P~! donne
0O 0 1
3" 0 0
A" = -na 1 na
3m—1 0 1

Si a =0, T est diagonale et le calcul est plus facile.

7°. v a pour matrice
2

2 0 0 4 0 O
V = —a 0 « = 0 0 O et
2 0 1 4 0 O

x
Y c€kerv < x=0F, =<j,k>etdimF; =2
z
Sia=1,dimF; =1 et E; engendré par j dont on voit
clairement qu’il est inclus dans F; . Comme il s’agit
d’espaces vectoriels (ce sont des noyaux d’applications
linéaires), alors F; est un sev de Fj.
viy)=0etu(y)=v+j#0=vy€ F et v ¢ E;. Ceci
explique que v n’est pas un vecteur propre et que T n’est
pas diagonalisable.




XIV

0 a a?
B= 1/a 0 a
1/a*> 1/a 0

1. P(x) =2° =32 —2 = (z — 2)(x + 1)

a® —a —a?
2°. By = a et F 1 =< 1 , 0 >
1 0 1
3. Z dim F) = 3 donc B est diagonalisable.
a’> —a —a? 2 0 0
4°. P = a 1 0 , D=1 0 -1 0 et
1 0o 0 -1
a2
—a 2a —a
2a>
XV
l—2z 2 -2
1°. P(z) = 0 —z  —1 |=(1-2)8pA) = {1}
0 1 2—-x
x
Ei=ker(A—I)=kerB={[| y |;z,yeR}

ker B a pour dimension 2 alors que ’on est en dimension
3, donc A n’est pas diagonalisable.

0 —4 —4
2°. v? a pour matrice BZ=| 0 0 0 et
0 0 0
x
kerv’ ={| vy |;z,yeR}
-y
B3=0
:»A:(Bff)éA":(Bff)":1+n3+wj92

d’aprés la formule du bindme (car B et I commutent) et

d’aprés ce qui précéde.
1 —-160 —-200
3. AV =T+10B+45B*=| 0 -9 —10
0 10 11
XVI
1°. Pa(z) = —(z + 1/2)(z — 1/2)?
Pg(z) = —(2—2)*(2 + x)
1/4 0 0 4 0 0
2. A= 0 1/4 0 et B =10 4 0
0 0 1/4 0 0 4
donc A% = I/4 et B> =4I donc B! = B/4
1/4 0 0
3°. wowv a pour matrice AB = 0 1 0 J|wvoua
0 0 4
4 0 0
pour matrice BA=11 0 1 0
0 0 1/4
A et B ne commutent donc pas. Par contre,
(BA)™1 = AB

XVII

1°. Non car 0 est vp donc det M =0

2°. Sp(M) = {3,—4,-3,0}; on a 4 valeurs propres
simples donc M est diagonalisable.
3. u(P) = 2*P" — (z + 1)P' — 3P dans E = R3[X]
u(1 ) = -3, u( ) = —dx + 1, u(z?) = —32% — 2z et
u(z?) = —32”

-3 -1 0 0

0 -4 -2 0
donc M, = 0 0 -3 _3 =M

0 0 0 0

X ekeru < y= —3zx,z = 6x,t = —6z ie keru est de
dimension 1 et engendré par le vecteur (1, —3,6,—6).
Im(u) a pour dimension 3 et est I’ensemble des
polynémes de degré inférieurs ou égaux a 2.

XVIII
XIX

« 0 1—-«
a—1 1 11—«
0 0 1

A:

l-«
l-«
1—2
0 0
a—1 11—«
0 0
et a est la seule valeur propre de A

oa—x 0
a—1 1—=x
0 0

1°. Py(x) = =(1—-2)*(a—2)

1 —«
1l -«
1l -«

E, =ker(A — al)

o]

;x € R} de dimension 1 et de base (1,1,0)

= ker
esia=1,

e sia#l, €EFE, < z=0,z#yet

a— X

0

Par ailleurs, £} =< 11,1 0

2. a =0 <= « valeur propre <= detA=0 <— A
non inversible.

3°. Pour toute valeur de «, A est diagonalisable car la
somme des dimensions des sep vaut 3 dans tous les cas.

4°. det P =1 # 0 donc P est inversible et

-1 1 1
pl= 1 -1 0 aprés calculs.
1 0 -1
5°. Les colonnes de P sont des vecteurs propres de A
1 0 0
respectivement associés a 1,1, a donc D = 01 0
0 0 «
1 0 O
6.D"=|0 1 0 |etA"=PD"P =
0 0 o™
a” 0 14a"
A= a"=-1 1 1+a"
0 0 1

7°. On constate aprés calculs que



0 0
PBP™! = 1 B | et que le calcul de Pg(x)
0 «

No o+

donne (1 — z)?(a — ) de sorte que les valeurs propres de
B sont les mémes que celles de A et B diagonalisable
<~ dimFE; =2 <= =0

XX Meécanique quantique.

A. Premiére partie.

Considérons un systéme physique dont I’espace des états
est R?, de dimension 2. On considére trois observables
dont les matrices, dans la base canonique de R?, sont
H:hwo((l) g),Aza((l) ?)etB:b((l) (1))
otll wy, a et b sont des constantes réelles.

Au temps t = 0, le systéme physique est dans 1’état

<TH)

1/2
1°. On mesure, a t = 0, I’énergie du systéme. Quelles
valeurs peut-on trouver et avec quelles probabilités ?
Calculer, pour le systéme dans 1’état 1(0), la valeur
moyenne < H > de ’Hamiltonien et I’écart quadratique
AH.

On constate que H est diagonale. La base canonique
choisie pour 'espace des états est donc une base de
vecteurs propres de 'opérateur. D’aprés les postulats, les
valeurs possibles pour ’'Hamiltonien sont les valeurs
propres, soit Awg ou 2hAwg. La probabilité de mesurer hwg

est
) -

et la proba de trouver 2hwy est donc 1/4. Si 'on mesure
hwyg, alors le systéme se retrouve immédiatement aprés
dans l’état (1,0) qui correspond au vecteur propre
associé a cette valeur propre.
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2°. Au lieu de mesurer H en ¢t = 0, on mesure A. Quels
résultats peut-on trouver et avec quelles probabilités 7
Quel est le vecteur d’état immédiatement aprés la
mesure 7

A est également diagonale dans la méme base que H. On
peut donc trouver comme valeur a avec probabilité 3/4
et —a avec probabilité 1/4. Si on mesure a, alors le
systéme se place dans ’état (1,0); si 'on mesure —a, il
se place dans Iétat (0, 1).

3°. Calculer < H > et AH at = 0. Calculer les valeurs
moyennes < A >p et < B >¢ de A et B a l'instant ¢t = 0.
Quelles remarques peut-on faire ?

< H >="yHy

e () ) ()G
AH? =< H?> > — < H >?

= z(mo)Q + i(%wo)? - %(MO)Q ie AH = ?mo

Cette valeur mesure la dispersion des mesures de

I’Hamiltonien.

4°. Quels résultats obtient-on si ’on mesure & l'instant ¢
I'observable A? et B? Interprétation ?

Partie B.

On considére un systéme dont I'espace des états est R3,
rapporté a sa base canonique (e, ea, e3). Dans cette base,
on considére trois opérateurs dont les matrices dans la
base canonique sont :
1 00
H = hu)() 0 —1 y A=a 0 0 1 et
0 0 —1 0 1 0
0 1 0
B=b|l 1 0 0
0 0 1
avec wop, a et b constantes positives.

5°. H, A et B sont-ils hermitiques ? Montrer que H et A
commutent. Qu’en est-il de H et B 7 Trouver une base de
vecteurs propres commune & H et A.

tH = H donc H est hermitique. Idem pour A et B.
[H,A] = 0 donc H et A commutent et

0 2 0

[H,Bl]=hwob| —2 0 0 | #0donc H et B sont
0 0 O

incompatibles.

H est déja diagonale : (e1, ea, e3) est donc base de
vecteurs propres. Le calcul des sous espaces propres
montre que I’espace propre associé a hwy est de
dimension 1 engendré par (1,0,0). Le sous espace propre
associé & —hwg est de dimension 2 engendré par
e2(0,1,0) et e3(0,0,1) donc aussi par v(0,1/v/2,1//2) et
w(0,1/v/2,—1/4/2). De la méme fagon, les valeurs
propres de A sont +a avec comme sous espace propre
associé a a I'espace de dimension 2 engendré par
e1(1,0,0) et (0,1,1) et comme sous espace associé & —a
Pespace de dimension 1 engendré par (0,1, —1). Ainsi,
(e1,v,w) est une base de vecteurs propres commune aux
deux opérateurs.

6°. A l'instant ¢t = 0, le systéme est dans I’état
1/2
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On mesure, toujours a t = 0, I’énergie du systéme.
Quelles valeurs peut-on trouver ? Avec quelles
probabilités ? Quel est le vecteur d’état immédiatement
aprés la mesure 7

$(0) =

Les coordonnées du vecteur 1(0) dans la nouvelle base
sont (1,1/+/2,1/+/2), soit, aprés I'avoir normé,
(1/4/2,1/2,1/2). La proba de mesurer hiwg est donc
(1/v2)% = 1/2 et celle de mesurer —Fhiwy est

1/4+41/4 = 1/2. On pouvait aussi calculer

“)(0)e; = 1/2. Le vecteur d’état immédiatement apres la
mesure est le vecteur propre normé correspondant a la
mesure.

7. At =0, le systéme est dans I’état ¢(0). On le laisse
évoluer librement. Calculer le vecteur d’état ¢ (t).

A t, on mesure A. Quels résultats obtient-on et avec
quelles probabilités 7 Calculer < A >,.

A t, au lieu de mesurer A on mesure B. Mémes questions.



Partie C.

On considére une particule de spin 1/2 et de moment
magnétique M= ~S. Le spin peut se voir comme la
rotation de la particule sur elle méme. L’espace des états
du spin est R? et ses valeurs possibles sont les valeurs
propres de S,. Dans la base canonique (e, e3), on
considére donc les trois opérateurs

h(1 0 hio 1
Szi(o —1)’Sx§<1 o)et

h(0 —i
SZ§<2' o)

8. Sy, Sy et S sont-ils des observables 7 Ces opérateurs
commutent-ils ?

9°. Quelles sont les valeurs et vecteurs propres de S, ?
10°. Existe-t-il une base de vecteurs propres commune de
Sy et Sy ?

11°. A t =0, l'état du systéme est ¥(0) = ey. Si l'on
mesure & 'instant ¢ = 0 I’observable S, quels résultats
peut-on trouver et avec quelles probabilités ?

12°. Au lieu d’effectuer cette mesure, on laisse évoluer le
systéme librement sous 'influence d’un champ
magnétique paralléle & (Oy) de module By. Ecrire la
matrice de I’'Hamiltonien du systéme dans la base

(el, 62), sachant que ’on peut montrer que H peut se
mettre sous la forme H = —yByS, (7 constante
négative). On posera wy = —yBy

13°. Le systéme étant toujours dans ’état initial

1(0) = ey, déterminer dans la base (ey, ez) 'état du
systéme & 'instant t.

14°. On mesure a 'instant ¢ 'observable S,.. Quelles
valeurs peut-on trouver et avec quelles probabilités 7
Quelle relation doit-il avoir entre By et ¢t pour que I'une
des mesures soit certaine ? Méme question pour Sy et S,.
Peut-on mesurer simultanément Sy, Sy et S, ? Pourquoi ?
Calculer leur valeur moyenne au cours du temps.



