
MATHEMATIQUES CR N◦2 - CorrigéR&T Saint-Malo - 2nde année par apprentissage- 2006/2007 - Durée : 1h -Do
uments autorisés : une feuille A4 manus
rite re
to/verso.Cal
ulatri
es interdites.Les exer
i
es sont indépendants. Le barème est indi
atif et sansengagement.I. 8 points.Déterminer la nature des séries numériques de termegénéral :Les quatre premières séries sont à termes positifs, onpeut don
 appliquer les 
ritères de 
onvergen
e (1 point).1◦. un =
1

n
√

n
=

1

n3/2
et est don
 de la forme 1

nα
ave


α > 1.Par suite, ∑

un 
onverge (1 point).2◦. un =
1

n lnnPosons u(x) =
1

x lnx
. Alors F (x) = ln lnx est uneprimitive de f(x) et lim
x→+∞

F (x) = +∞D'après le 
ritère de 
omparaison ave
 une intégrale,
∑

un diverge (1 point).3◦. un =
1

n(n + 1)(n + 2)
∼ 1

n3D'après le 
ritère d'équivalen
e, ∑

un 
onverge (1 point).4◦. un =
n!

nnIl faut appliquer i
i le 
ritère de d'Alembert :
un+1

un
=

(

n

n + 1

)n

=

(

1 − 1

n + 1

)n

= exp

(

n ln(1 − 1

n + 1
)

)Puisque ln(1 − 1

n + 1
) ∼ − 1

n + 1
en l'in�ni, alors

lim
n→+∞

un+1

un
= e−1 < 1D'après le 
ritère de D'Alembert ∑

un 
onverge (2points).5◦. un = (−1)ne−nIl s'agit 
lairement d'une série alternée et e−n est positif,dé
roissant et tend vers 0 en l'in�ni. D'après le 
ritèrespé
ial des séries alternées, ∑

un 
onverge (1 point).6◦. un = (−1)n sin
1

nIdem 
i-dessus. La fon
tion sin(1/x) est positive lorsque
x > 1, dé
roissante et tend vers 0 en l'in�ni. Le 
ritèredes séries alternées s'applique et ∑

un 
onverge (1 point).II. 12 points + 1 point bonus.On 
onsidère la fon
tion 2π-périodique, impaire, dé�niepar f(x) = x − π sur l'intervalle ]0, π].1◦. Donner l'allure de sa 
ourbre représentative.On 
ommen
e par tra
er le segment de droite entre 0 et
π. Puis on tra
e le symétrique par rapport à O (imparitéde la fon
tion). En�n, on tra
e les translatés des deux

segments pour avoir la 
ourbe. Comme f est impaire, elleest nulle en 0 don
 également en kπ, k ∈ Z (1 point).2◦. Démontrer que la somme de sa série de Fourier est
S(x) = −2

+∞
∑

n=1

sinnx

n

f est impaire don
 an = 0 ∀n. Par ailleurs
bn =

1

π

∫ π

−π

f(x) sin(nx)dx = − 2

n
S(x) = −2

∑

n≥1

sin(nx)

n(2 points).3◦. Etudier la 
onvergen
e de la série numérique de termegénéral un =
(−1)n

2n + 1
puis appliquer, en justi�ant, lethéorème de Diri
hlet pour 
al
uler +∞

∑

n=0

(−1)n

2n + 1Il s'agit d'une série alternée 
onvergente 
ar 1

2n+1
↓→ 0quand n → +∞. D'après le 
ritère spé
ial des sériesalternées, elle 
onverge (1 point).

f(x) est C1 par mor
eaux et 2π-périodique : on peutappliquer le théorème en x = π/2 où f est 
ontinue etvaut f(π/2) = −π/2 et
f(

π

2
) = −2

∑

n≥1

sin(nπ/2)

n
= −π/2par suite +∞

∑

n=0

(−1)n

2n + 1
=

π

4
(2 points).4◦. Appliquer le théorème de Parseval pour 
al
uler

+∞
∑

n=1

1

n2
en justi�ant de sa 
onvergen
e.On a ||f ||2 =

1

2π

∫ 2π

0

f(x)2dx =
1

π

∫ π

0

(x − π)2dx =
π3

3Par ailleurs, 1

2

∑

n≥1

b2
n =

1

2

∑

n≥1

4

n2En égalant les deux expressions, on retrouve
+∞
∑

n=1

1

n2
=

π2

6
(3 points).5◦. Par dé�nition, an(F ) =

1

π

∫ 2π

0

F (x) cos(nx) dxune intégration par parties donne alors
an(F ) = − 1

n
bn(f) (n ≥ 1).De la même façon, bn(F ) =

1

n
an(f) ( 2 points).En appliquant 
es résultats à f(x), on 
onstate que F (x)est une fon
tion paire et 2π-périodique dont la série deFourier est

T (x) = −π2

3
+ 2

+∞
∑

n=1

cos(nx)

n2Il faut 
al
uler le 
oe�
ient a0 par la formule usuelle (2points).


