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Documents autorisés : une feuille A4 manuscrite recto/verso.
Calculatrices interdites.

Les exercices sont indépendants. Le baréme est indicatif et sans
engagement.

I. 8 points.

Déterminer la nature des séries numériques de terme
général :

Les quatre premiéres séries sont & termes positifs, on

peut donc appliquer les critéres de convergence (1 point).
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o - = .

1°. uy, = - i et est donc de la forme = avec
a>1.
Par suite, Y u, converge (1 point).

1
2°. u, =

nlnn

1

Posons u(x) = P Alors F(x) = Inlnx est une
xlnx
primitive de f(z) et lim F(z) = +o0
r—+00

D’aprés le critére de comparaison avec une intégrale,
> uy, diverge (1 point).
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3°. =~

et Dn+2)  nd

D’aprés le critére d’équivalence, Y u,, converge (1 point).

n!
4°. Uy = —
nn

11 faut appliquer ici le critére de d’Alembert :
Uptl n " _ (4 1 "
un  \n+1 N n+1

= exp <nln(1 _1

n+1
1
Puisque In(1 — ——) ~ — en l'infini, alors
u n+1 n+1
lim — =7l <1

n—-+4oo Un
D’apreés le critére de D’Alembert > u,, converge (2
points).

5°. Uy = (—1)"%e™ "
1l s’agit clairement d’une série alternée et e~ est positif,
décroissant et tend vers 0 en l'infini. D’aprés le critére
spécial des séries alternées, > u, converge (1 point).
1
6°. u, = (—1)" sin —
W= (=1)"sin

Idem ci-dessus. La fonction sin(1/x) est positive lorsque
x > 1, décroissante et tend vers 0 en l'infini. Le critére

des séries alternées s’applique et Y u,, converge (1 point).

I1. 12 points + 1 point bonus.

On considére la fonction 2m-périodique, impaire, définie
par f(x) =z — « sur lintervalle |0, 7].

1°. Donner I’allure de sa courbre représentative.

On commence par tracer le segment de droite entre 0 et

7. Puis on trace le symétrique par rapport & O (imparité
de la fonction). Enfin, on trace les translatés des deux

segments pour avoir la courbe. Comme f est impaire, elle
est nulle en 0 donc également en k7, k € Z (1 point).

2°. Démontrer que la somme de sa série de Fourier est

= sinnx
S(x) = —22 -
n=1

f est impaire donc a,, = 0 Vn. Par ailleurs

- % ™ F(2) sin(nar)de = _% S(z) = —2 Z Singlnﬂf)
(2 points). -

3°. Etudier la convergence de la série numérique de terme
(=n"
2n+1

puis appliquer, en justifiant, le

=
2n +1

général u,, =
+oo

théoréme de Dirichlet pour calculer Z
=0

Il s’agit d’une série alternée convergente car ﬁ 1—0
quand n — +oo. D’aprés le critére spécial des séries
alternées, elle converge (1 point).

f(x) est C! par morceaux et 27-périodique : on peut
appliquer le théoréme en x = 7/2 ou f est continue et
vaut f(m/2) = —7/2 et

T sin(nm/2)
;D= 2y T _
n>1
+oo
—1)n
par suite 7;0 2(71——31 = % (2 points).

4°. Appliquer le théoréme de Parseval pour calculer
+oo
E — en justifiant de sa convergence.
n
n=1

1

27 1 T 3
Onallf|?== [ f(x)%ds== / (- )y =
2T 0 0

Y
. I~y 14
Par allleurs, 5 ng>1 bn = 5 ng>1 F

En égalant les deux expressions, on retrouve
400 1 2
E — = (3 points)
n? 6 ’
n=1

1 27

5°. Par définition, a,(F) = — F(z) cos(nx) dx
™

une intégration par parties donne alors
1
an(F) = = ba(f) (12 1),
1
De la méme fagon, b, (F) = —an(f) ( 2 points).
n

En appliquant ces résultats a f(x), on constate que F'(x)
est une fonction paire et 27-périodique dont la série de
Fourier est

T(z) = _7T_2 n 2Jio cos(nx)
- 3 n=1 n?

Il faut calculer le coefficient ag par la formule usuelle (2
points).



