
MATHEMATIQUES CR N◦3R&T Saint-Malo - 2nde année - 2007/2008 - Durée : 1hDo
uments autorisés : une feuille A4 manus
rite re
to/verso.Les exer
i
es sont indépendants. Le barème est indi
atif et sansengagement.I. 2 points.Soit f(x, y) =
x2

y2Déterminer le domaine de dé�nition de f(x, y) et sesdérivées partielles par rapport à x et y.
∂f

∂x
=

2x

y2
et ∂f

∂y
= −

2x2

y3
1 pointLa fon
tion est dé�nie sur l'ensemble des points du planpour lesquels y 6= 0, 
'est à dire le plan moins l'axe desabs
isses 1 pointII. 4 points.Soit f(x, y) = 3xy − x3 − y3

∂f

∂x
= 3y − 3x2 et ∂f

∂y
= 3x − 3y2Ces deux fon
tions sont nulles si y = x2 et x = y2 
ad

y = y4 ie y(y3 − 1) = 0Ainsi, y = 0 ou y = 1. Les deux points 
ritiques de lafon
tion sont (0, 0) et (1, 1) 1 pointLes dérivées partielles se
onde sont :
∂2f

∂x2
= −6x, ∂2f

∂x∂y
= −6y et ∂2f

∂y2
= 3 et la matri
ehessienne de f en (x, y) est don
 :

H =

(

−6x 3
3 −6y

) 1 point
• Au point (0, 0) 
ette matri
e est H =

(

0 3
3 0

) dontles valeurs propres sont 3 et −3. Puisque 
es valeurs sontde signes 
ontraires, il ne s'agit pas d'un extremum maisd'un point selle 1 point
• Au point (1, 1) 
ette matri
e est H =

(

−6 3
3 −6

)Le poplyn�me 
ara
téristique est
P (x) = (−6 − x)2 − 9 = (3 + x)(9 + x) dont les ra
inessont −9 et −3. Puisque 
es valeurs sont de négaives, ils'agit d'un maximum lo
al 1 point
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III. 5 points.Considérons l'équation aux dérivées partielles (⋆) dé�niepar
x

∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= 0 (⋆)Où f représente une fon
tion de 
lasse C1 sur R

2.On pose {

x = r cos θ
y = r sin θ

et g(r, θ) = f(x, y)1◦. Déterminer les dérivées partielles de f en fon
tion de
elles de g.D'après le 
ours, ou bien en refaisant les 
al
uls, on a :


















∂f

∂x
= cos θ

∂g

∂r
−

sin θ

r

∂g

∂θ

∂f

∂y
= sin θ

∂g

∂r
+

cos θ

r

∂g

∂θ

1 point2◦. En déduire les solutions de l'équation (⋆).En inje
tant 
e qui pré
ède dans l'équation, il vient :
r cos θ

(

cos θ
∂g

∂r
−

sin θ

r

∂g

∂θ

)

+ r sin θ

(

sin θ
∂g

∂r
+

cos θ

r

∂g

∂θ

)

= 0

⇒ r
∂g

∂r
= 0 ⇒

∂g

∂r
= 0 2 pointsLa dérivée partielle de g en r est nulle ssi g est unefon
tion dérivable de θ seule, ie g(r, θ) = h(θ) 1 pointAinsi, puisque r =
√

x2 + y2 et θ = arctan(y/x) lessolutions de (⋆) sont de la forme h(arctan(y/x)) où h estune fon
tion dérivable quel
onque de R dans R 1 pointIV. 8 points.Cal
uler les intégrales 
i-dessous :1◦. I =

∫ ∫

D

x2

1 + y2
dxdy ave


D = {(x, y)/ 0 ≤ x ≤ 1 ; 0 ≤ y ≤ 1}

I =

∫

1

0

x2dx ×

∫

1

0

dy

1 + y2
=

1

3
× arctan1 =

π

121 point2◦. I =

∫ ∫

D

xy dxdy ave

D = {(x, y)/ x ≥ 0 ; y ≥ 0 ; x + y ≤ 1}

I =

∫ 1

0

x(

∫ 1−x

0

ydy)dx =
1

2

∫ 1

0

x(1 − x)2dx =
1

242 points3◦. I =

∫ ∫ ∫

D

dxdydz ave

D = {(x, y)/ x ≥ 0 ; y ≥ 0 ; z ≥ 0 ; x + y + z ≤ 1}

I =

∫

1

0

dx

∫

1−x

0

dy

∫

1−x−y

0

dz =
1

2

∫

1

0

(1 − x)2dx =
1

62.5 points4◦. I =

∫ ∫

D

1

1 + x2 + y2
dxdy ave


D = {(x, y)/ x ≥ 0 ; y ≥ 0 ; x2 + y2 ≤ 1}On passe évidemment en 
oordonnées polaires :



I =

∫ π/2

0

dθ ×

∫

1

0

r

1 + r2
dr =

π

2
× (−

1

2
) ln(1 + r2)⌋1

0

=
π

4
ln 2 2.5 pointsV. 3 points.Soit I =

∫ ∫

D

exp(
y

x + y
) dxdy ave


D = {(x, y)/ 0 ≤ x ≤ 1 ; 0 ≤ y ≤ 1 ; x + y ≤ 1}Cal
uler I en e�e
tuant le 
hangement de variables
{

u = x + y

v =
y

x + yNotons φ(u, v) la fon
tion de 
hangement de variables.D'après 
e qui pré
ède, on a fa
ilement {

x = u(1 − v)
y = uvet le ja
obien vaut u. 1 pointNous 
her
hons le domaine ∆ de telle sorte que

φ(∆) = D. Puisque 0 ≤ x + y ≤ 1, alors il est 
lair que
0 ≤ u ≤ 1. Par ailleurs, x, y ≥ 0 ⇒ y/(x + y) ≤ 1 et don

0 ≤ v ≤ 1. Ainsi, ∆ = [0, 1]2 1 point
I =

∫

1

0

∫

1

0

evu dudv = (e − 1)/2 1 point


