Chapitre 3

Polynoémes et fractions rationnelles

Introduction

Les égyptiens s’intéressaient déja aux équations du premier degré (cf. Papyrus de Rhind vers 1700 av
JC). Les grecs savaient résoudre les équations du second degré, mais dans un cadre géométrique. Cest
Muhammed Ibn Mussa Al Khwarizmi (780-850) qui rédigea le premier des traités d’arithmétique et
d’algébre sur la résolution symbolique des équations de degré 1 et 2. Ce grand mathématicien arabe a
donné son nom au mot “algorithme” et sa méthode de résolution des équations, qu’il appelait “Al jabr”,
a donné le mot algébre.

Fibonacci, au XIIIéme siécle, pensait que les équations de degré 3 étaient impossibles a résoudre
algébriquement. La méthode de résolution de ’équation du troisiéme degré a été découverte par
Tartaglia (1499-1557) qui la garda secréte. Cardan (1501-1576) réussi a lui soutirer cette méthode en lui
promettant de ne rien dévoiler; pourtant il la publia en 1545 dans son ouvrage “Ars Magna”. L’équation
du quatriéme degré a été résolue par Ferrari vers 1545. Celui-ci était arrivé a 14 ans comme domestique
chez Cardan en fit son éléve lorsqu’il qu’il découvrit ses capacités en mathématiques.

Vers 1770, Lagrange et Vandermonde s’intéressent aux équations de degré 3 et 4 et remarquent
certaines propriétés des permutations de leurs racines. En 1824, Niels Abel (1802-1829) démontre
I’impossibilité de résoudre algébriquement 1’équation du cinquiéme degré, mais il est malade et meurt de
la tuberculose a 27 ans avant d’avoir pu terminer ses travaux. L’oeuvre d’Abel est malgré tout trés
importante; selon Charles Hermite, il a laissé cinq cent ans de travail & ses successeurs.

C’est Evariste Galois (1811-1832) qui démontre trois ans plus tard, qu’a partir du degré cinq les
équations algébriques ne sont, en général, pas résolubles par radicaux; il donne des conditions pour
qu’une équation soit résoluble et pose en méme temps les bases de la théorie des groupes. L’une de ses
démonstrations est rédigée rapidement la veille d’un duel ou il se fait tuer le 31 mai 1832, a I'age de 21
ans. Galois était entré au lycée Louis le Grand a 12 ans. Il tente le concours d’entrée a I’école
Polytechnique & 16 ans. La légende veut qu’il ait claqué la porte aprés une altercation avec ses
examinateurs. Il doit alors se contenter de I’Ecole Normale Supérieure, moins prestigieuse a I’époque.
Républicain convaincu, il s’en fait renvoyer durant la révolution de 1830 et est emprisonné suite a une
rixe (Alexandre Dumas était présent et raconte la scéne dans une lettre); il n’est libéré que peu de
temps avant le duel.

3.1 Polyndme a une indéterminée

3.1.1 Structure de K[X]

Dans toute la suite, K = R , C ou F3. F2 = {0, 1} nous sera utile lorsque nous travaillerons avec des
polynoémes a coefficients binaires.

DEFINITION 15

Un polynéme a coefficients dans K est une expression de la forme:

n
P = Zaka =ag+a; X +asX?>+...+a, X"
k=0
ap, a1, ..., a, € K sont les coefficients de P.
X est I'indéterminée.
n € NU{—oo} est le degré du polynéme
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On notera K[X] ’ensemble des polynomes a coefficients dans K.

Le degré du polynome est 'indice du dernier coef non nul, c’est a dire deg P = sup{k € N/ay # 0}
Il est nul si le polynéme est constant et vaut par convention —oo pour le polynéme nul. On note
généralement K, [X] 'ensemble des polynomes de degré inférieurs ou égaux a n. Enfin, a, X™ est le
terme dominant de P.

La valuation du polynome est I'indice du premier coef non nul (ou +o0o pour le polynéme nul).
Ex: Si P(X) = —X?+ X2+ 3X alors deg(P)=3, val(P)=1

La fonction polynomiale IS(I) associée au polynome P est la fonction P:R — R
x +—— P(x)=P(x)

D’habitude, on parle de polynéme lorsque I'on s’intéresse au propriétés algébriques et de fonction
polynoémiale lorsque 'on s’intéresse au tracé du polynome. Nous confondrons les deux notions sans
probléme. Voici quelques courbes représentatives de fonctions polynémiales:

/ -

-2

Figure 3.1: fonctions polynémiales de degré 2,1,4 et 5

3.1.2 Opérations dans K[X]

Soient P(X Z ar X" et Q(X Z b; X" deux éléments de K[X] et soir A € K.
= i=0

DEFINITION 16

k

e (PxQ)X)= zm:ckaavec L = Zaibk_i
e (PoQ)(X) = P(QX)) -

P + @ s’obtient en effectuant la somme coefficient par coefficient. Lorsque les deux polynomes n’ont pas
le méme degré, on remplace les coefficients manquants de celui ayant le plus faible degré par 0. P x @
s’obtient en distribuant chaque terme de P par chaque terme de @, puis en regroupant les termes de
méme degré. En exercice, vous pouvez démontrer la formule donnant 1’expression de ¢i en fonction de
ap et bg. Enfin, P o () s’obtient en substituant, dans P, I'indérerminée X par ’expression compléte de
Q(X). En considérant P et ) comme des fonctions, les opérations ci-dessus sont les opérations usuelles
sur les fonctions polyndémiales. Les valeurs de | et m seront définies ci-dessous.

Ex: P(X)=X+1let Q(X)=3+X +2X?

(P+Q)(X) =4+2X +2X?

PQ(X)=2X>+3X*+4X +3

PoQ(X)=2X?+X+4et QoP =3+ (X +1)+2(X +1)*

© 2009-2010 R&T Saint-Malo 44



PROPRIETE 18 (DU DEGRE)

e deg P =deg Q = deg (P+ Q)< deg P

e deg P # deg Q = deg (P + Q) = sup(deg P, deg Q)
e deg (PQ) = deg P + deg Q

e deg (Po@)=deg (QoP)=deg P x deg Q

DEMO
Les coeflicients dominants de P et @) sont a, X™ et b, XP. Alors le coefficient dominant de P + @ est
an X" +b,XP. Sin =p et a, = —by, alors le terme dominant sera de degré strictement inférieur a n. Si

par contre n # p, le coefficient dominant est celui du polynéme de plus haut degré.
Le coefficient dominant de P x @ est a, X" x b, XP = anpr"“”.

Enfin, le coefficient dominant de P o @ est a,b, X"

O

PROPRIETE 19 (DE LA VALUATION)

valP=valQ = val(P+Q)>val P

val P # val Q = val (P + Q) = inf(val P, val Q)
val (PQ) = val P+ val Q

val (Po Q) = val (Qo P) =val P x val Q

DEMO
La démonstration est identique a celle de la propriété précédente.
O

3.1.3 Division dans K[X]

Division euclidienne
THEOREME 14

Soient A et B deux éléments de K[X] tels que B # 0
Il existe un unique couple (Q, R) tel que A= BQ + R et deg R < deg B
@ est le quotient et R le reste de la division

Ex: dans N, 17=5x 342
Ex: dans R[X], X3+ X +1=X(X?+1)+1
Comme pour la division entiére, il est commode de présenter les calculs avec la notation suivante:
XP+X+1 | X?+1
X+ X X
1
Ex: dans R[X], X% +2X° = (X3 + 1)(X® +2X — 1)+ (-2X? +1)

X0 +92Xx% | X3+1
X3+2X%2-1

—2X?+1
REMARQUE 2
e Tout au long de cette lecon, il faudra garder en téte la forte analogie entre les nombres entiers et les
polynémes.
e Si R=0, alors A= B x Q et on dit que A est divisible par B (ou factorisable).
Ex: X? — 1 est divisible par X — 1 car X? — 1= (X — 1)(X +1).
e Un polynéme est s’il n’est divisible que par les constantes et lui méme.
Ex: X2 4 1 est irréductible dans R[X] mais pas dans C[X] car X%+ 1 = (X —i)(X +1)

La notion d’irréductibilité dépend donc du corps dans lequel on travaille. Un polynome de degré
supérieur & 1 qui a des racines ne sera pas irréductible. Par contre, ce n’est pas parce qu’un polyndéme
n’a pas de racine qu'il est irréductible (cf. la fin du chapitre sur les complexes).

Dans R, les polynémes irréductibles sont exactement les polynémes de degré 1 et les polynémes de
degré 2 ayant un discriminant négatif. Tout polynéme de degré supérieur ou égal a trois n’est pas
irréductible (dans R). Dans C, les polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1.
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e Deux polyndmes sont premiers entre eux s’ils n’ont aucun facteurs communs.

Ex: X% — 1 et (X +2)? le sont, mais pas X? — 1 et X — 1

On peut définir la notion de plus grand diviseur commun et plus petit multiple commun de deux
polynémes comme pour les entiers. On pourra se reporter au chapitre sur 'arithmétique dans les
annexes.

Division suivant les puissances croissantes a 1’ordre k
DEFINITION 17

Soient A et B € K[X] avec val B=0 (ie. by # 0)

Vk € N, 3 un unique couple (Q,S)/ A= BQ + X*T1S avec deg Q < k

Ex:Si A=2X+3X?-X?et B=1+2X —X?avec k=3, A= B(2X — X? + X3) + X*(-X + X?)

La encore, on utilisera la disposition précédente, mais en classant les monoémes par ordre croissant:

2X +3X2- X3 | 142X -X3
2X +4X%2 —2X* | 2X — X%+ X3
—-X2 - X3 42x4
—X?2_92x% 4+ X°

X% 4+2Xx* - X°

X% +2Xx* - X6

—X54+ X6

On remarquera que cette division dépend d’un ordre k£ qui doit étre précisé avant I'opération. La
division s’arréte lorsque I’on peut factoriser le reste par X**!. Finalement, le calcul s’effectue de la
méme fagon que dans une division euclidienne, & ceci prés que le degré du reste augmente au fur et a
mesure des étapes.

3.1.4 Factorisation et racines
THEOREME 15

H a € K est une racine (ou un zéro) de P < P(a) = 0 < P divisible par X —a

DEmo

La premiére équivalence est en fait la définition d’un zéro d’un polynome

Suppsons que P soit divisible par X — a. Alors P(X) = (X —a)Q(X) et P(a) =0

Réciproquement, par définition de la division euclidienne, P = (X — a)@ + R avec R = cte

= P(a) = (a —a)Q(a) + R = P(a) = R. Si a est racine de P, alors R = P(a) =0 et donc X — a divise
P.

O

Géomeétriquement, un polynéme posséde une racine en X = a si la fonction polyndémiale associée
posséde un graphe qui coupe ’axe des abscisses en = = a.

On rappelle qu’'un polynéme de degré n a coefficients dans R a au plus n racines dans R et qu'un
polynéme & coefficients dans C a exactement n racines dans C.

Racines multiples.

Si P est divisible par (X — a)¥ pour une valeur de k supérieure & 1, on parle de racine multiple (sinon,
on dit que a est une racine simple). Plus précisément,:

DEFINITION 18

a est une racine (ou un zéro) de multiplicité k si P est divisible par (X — a)* mais pas par (X — a)**!

Autrement dit, P(z) = (z — a)*Q(z) avec Q(a) # 0
Géométriquement, cela signifie que la fonction polyndémiale coupe I'axe des abscisses en un point ou elle

change de sens de variation et/ou elle change de convexité. Voici ci-dessous des courbes de fonctions
polynomiales avec des racines simples et multiples (marquées par des points):

e Un polyndme de degré n est scindé sur K s’il posséde n racines (comptées avec multiplicité).
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Figure 3.2: Racines simples (polynomes de degré 1, 2 et 3) et multiples (polynomes de degré 2 et 3)

P
En ce cas: = H —a;)"

o k est une constante (c est le coef du terme de plus haut degré), les a; sont les racines de P, chacune
ayant comme multiplicité o; (on a donc aq + s + .. + @ = n).

e Un ensemble algébriquement clos est un ensemble dans lequel tout polynéme de degré n posséde n
racines. En ce cas, n’importe quel polynéme est scindé dans cet ensemble. C est algébriquement clos,
d’aprés le théoréme de D’Alembert énocé dans la lecon sur les complexes.

THEOREME 16

Soit P un polynéme de degré n

a est racine de multiplicité k de P <= P(a) = P'(a) = ... = P* Y (a) =0 et P®(a) #0
DEMO
D’apreés la formule de Taylor a Pordre n (cf. legon sur les DL), on a
k« .
(X —a)
P(e) =) PV + (X —a)*'s
i=0
. P*(a)
avec degS:degP —k—1.Silon pose Q = (X —a)S + T et
R= Z P(Z a),P=(X-a)*Q+R
On a alors (X a)® divise P <= R=0 <= P(a)= P'(a) = ... = PV (q)
]

Ex: P(X)=X*— X% _-3X24+5X -2

P/(X)=4X®-3X?-6X +5, P"(X)=12X? - 6X —6et P”(X)=24X — 6

P(1)=P'(1)=P’'(1) =0et P"(1) #0 = 1 est racine triple donc P(X) = (X — 1)* x Q(X) avec Q
de degré 1.

3.2 Fractions rationnelles

3.2.1 Structure de K(X)

DEFINITION 19

H Une fraction rationnelle est le quotient de deux polynémes.
L’ensemble des fractions rationnelles sur K se note K(X)

VF € K(X), il existe un unique couple (Py,&Qo) de polyndmes premiers entre eux tels que

Py(X) . . .
F(X)= . Il s’agit de la forme irréductible de F.
<0 Qo(X)
X2 -3X +2 X -2
Ex: F = W)ﬁ:l a pour forme irréductible ~ 1

REMARQUE 3
K[X] € K(X) car tout polynéme est une fraction de dénominateur égal a 1

On dit que a est un pole de F si Q(a) =0
On dit que a est un zéro de F si P(a) =0 et Q(a) #0
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3.2.2 Deécomposition en éléments simples
Introduction

On souhaite écrire une fraction rationnelle sous la forme d’une somme de termes les plus simples

possibles, avec par exemple un seul terme au dénominateur et un numérateur de degré minimal.
22422 —4 1

la seconde forme permet le calcul des limites, des asymptotes et est plus pratique pour ’étude de la

fonction.

C’est la décomposition de f en éléments simples.

Partie entiére

Soit F(X) = % € K(X). Il existe un unique couple @, R €K[X] tel que F = Q + g avec
deg(R)<deg(B)

Q s’appelle la partie entiére de F

C’est aussi le quotient dans la division euclidienne de A par B. En effet, A= BQ + R = % =Q+ %

X?+X+1 7

Ex: ——— =X —

x ~ 3 +3+X_2

Ex: Xl a une partie entiére nulle car deg(X + 1)<deg(X? + 2X)
' XErax parti i r deg g

Par la suite, nous supposerons donc que deg(A)<deg(B), en n’oubliant pas que si tel n’est pas le cas, la
décomposition doit commencer par son calcul.

Principe de la décomposition

A
On considére F' = g avec deg(A)<deg(B)

1. Supposons que B soit scindé, de la forme B(X) = M(X — 21)(X — 22)...(X —zp)
On dit alors que F' n’a que des poles simples.
Le théoréme de décomposition assure qu’il existe des constantes a1, s, ..., a, telles que

~ (a3 (e%1 (6%) Qp
F(X)= =
( ) I;X—Il X—I1+X—$2+ +X—In

e Les x; sont les poles de F.
e oy, est le résidu de F relatif & zy.

est la partie polaire relative au pole xj (on dit aussi élément simple de 1ére espéce).

— T

Le théoréme assure 'existence et 'unicité de la décomposition, mais ne donne pas de méthode

pour calculer les constantes. C’est 1a que repose d’ailleurs toute la difficulté de la décompostion.
X+1 B X +1 _a1+a2_—2+3

X2-3X+2 (X-1DX-2) X-1 X-2 X-1 X-2

On peut alors, par exemple, déterminer a; et ag par identification, en réduisant les fractions au

méme dénominateur.

Ex: F(X) =

X3 4+3X -1 X34+3X -1 aq o) Qag Qy
F(X) = = + + +
X4-5X2+4 X-DX+DNX-2)(X+2) X-1 X+1 X-2 X+2
Le calcul de a1, as, ag, ay par identification nécessite la résolution d’un systéme de 4 équations a 4

inconnues. Il existe une autre méthode plus rapide permettant le calcul du résidu d’un pole simple
(et uniquement celui d’un pole simple !!!):

THEOREME 17

A(X A
Si oy, est le résidu de F(X) = BEX; relatif a un poéle simple xy,, alors|ay = B'((:;Z))
X+1
Ex: F(X) = + SR

X2_-3X+2 X—-1 X-2
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X+1 X +1 =) 3
= = 2t ap = =3 = F(X)=—— + >
“ 2X3JX_1 o 2X3JX_2 M =33 32
X3+3X—1 a1 QY
Ex: F(X) = =
xFX) = S sxera  x-1 7T X40
X 43X -1 1 XP43X-1 _ 5 B
MTUXI0X |, 2T AXt 10X |, 6T 1My
117 5 1 13 1 51
F(X)=—= _2 13 5
> P = 5% 1 sx+1  ex-2 ix+2

2. Supposons que B soit scindé avec une unique racine de multiplicité n, ie B(X) = AM(X — )"

Alors il existe des constantes aq, as, ..., au, telles que
n
Qg a Qn
F(X) = = +o —
( ) ; (X — Io)k X — Zo (X — .ﬁo)”

Les aj sont a déterminer, mais on ne peut pas utiliser le théoréme précédent car il ne s’agit pas de
poles simples. Outre 'identification, on peut utiliser plusieurs astuces pour déterminer les
constantes.

X+1 a1 a9
Ex: =
X Xt Xtz xeap
e Pour déterminer v et ag, multiplions (x) par X et prenons la limite de expression en +oo:
X?24+ X a1 X as X
XF(X)= = = i XFX)=1= 0 = =1
M=o "Xt T (xroe = im X ot “

e De méme, pour déterminer ao, multiplions (x) par (X + 2)? et calculons I’expression obtenue en

X =-2:

(X+2°F(X)=X+1l=a1(X+2)+az = 2+1=0+as = az=—1
1

= F(X)

T Xt2 (X +2)7

Lorsque n est grand, on doit déterminer n constantes et cette technique est fastidieuse; en ce cas,
il est rentable d’effectuer un changement de variables en posant Y = X — zg.
On peut alors déterminer tous les oy en une seule opération:

X3+2X -1
Ex:F(X):ﬁ.OnposeY:Xfl
Y+13+2Y+1)—-1 Y3+3Y2+5Y+4+2 1 3 5 2
(X) (1+) 3 Y45 ) Y4 Yy vy Ty

F(X) = +

X1 x-1 T x—1p T x—ip
3. Supposons que B soit irréductible de degré 2, ie B(X) = aX? +bX + c avec A < 0

X
Alors Jaet 8/ F(X) = aB(;)ﬁ appelé élément simple de seconde espéce.

Si B(X) est de la forme (aX? + bX + ¢)" alors 3 ay, as, ..., an, B1, B2, ..., Bn telles que:
n

F(X) _ Z ar X + By _ a1 X + B anX + By
(aX2+0X +c)f aX24bX+c 7 (aXZ+bX +o)

k=1

X34+4X+1 a1 X+01 aX+p
Ex: F(X) = (XZ+1)2  X2+1 @ (X2+41)2 b

e Pour déterminer s et (5 on peut multiplier Pexpression (+x) par (X2 + 1)2 puis calculer sa
valeur en X = i:
= (X2+1)?FPX) =X+ X +1= (1 X +81)(X?+ 1)+ a2 X + s
= P4i+l1=0+ai+P = ar=0etFr=1

e Multiplions (x%) par X et prenons la limite en +oo:
7X4+X2+X70Z1X2+61X ()42X2+62X

XF(X) = _
X ="xz5172 X2+1 (X2 +1)2
= lim XF(X)=1l=m+0 = a;=1

e Prenonsenfin X =0 = F0)=1=p01+p = /=0
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X 1

Ainsi, F(X) =
insh, FOX) = 3o 7 + m g 1

. . X34+ X+1 X(X2+1)+1 X 1
On aurait pu aussi constater que (X2 = 1)2 = (X2 n 1)2 = X1 + X2+ 1)2

4. Cas général: si B(X) est quelconque
On applique & chacune des parties polaires la technique correspondante.

Ex: B(X) = (X - 1)(X —-2)%X?*+1)?* =
o1 (D) a3 (a7 as agX + a7 agX + ag
F(X)= _—
(%) X-1 Xx2 x_ptmxoptxor xr1 T2
—
partie polaire de X — 1

partie polaire relative a (X — 2)* partie polaire relative a (X2 4 1)2

a1 se calcule par la formule du résidu d’un pole simple.
Q, ..., g se calcule en x par (X2 + 1)? ou par une méthode équivalente.
Qa, ..., a5 se calcule par changement de variables Y = X — 2

Remarque relative a la technique du changement de variable

Lorsque B(X) posséde une racine zo d’ordre k parmi d’autres facteurs, on a B(X) = (X — z0)*T(X)
Ou T'(X) est un polynome dont xy n’est pas racine.

La partie polaire relative au pole xg se détermine, comme on I’a vu en 2, en posant Y = X — xg. Mais
comme il existe d’autres racines que xg, il va étre nécessaire d’effectuer une division suivant les
puissances croissantes:

AY Ap(Y
F(X)=F(Y +x9) = ﬁ que ’on peut écrire sous la forme %0(})[)
Effectuons la division suivant les puissances croissantes de Ay par By a 'ordre k — 1:
Ao(Y) S(Y)
Ag(Y) = Bo(Y)Q(Y) + YES(Y =Q(Y)+ Yk
oY) =Bo(Y)Q(Y)+Y"S(Y) = Bo(Y) QYY)+ Bo(Y)

k—1
Par définition de la division, @ est de degré < k — 1 et s’écrit donc sous la forme Q(Y) = Z a;Y"
i=0

k—1 k—1
1 - S(Y) ai  S(Y)
F X = Z'YZ = - _
= FX) =37 ;a T B ; YR Bo(Y)
ag ay ap—1 S(X — )
( ) (X — Z())k + (X — Z())k71 + + X — o + B(X — l‘())
partie polaire relative & X — zg reste de la fraction

La derniére fraction ne sert a rien pour le calcul de aq, ..., ax_1.

X+1
X DX — 2

Ex: F(X) =

Cette fraction ne posséde pas de partie entiére (le numérateur est de degré 1 et le dénominateur de
degré 4). Son dénominateur B(X) est factorisé et 'on voit que I'on a un poéle simple et un pole de
multiplicité 3. La forme de la décomposition sera donc:

X+1 o B B2 B3

X -Dx_-27 X-1 x-2 x-oF x—ap ¥

Nous allon décomposer cette fraction de deux fagons différentes.

lére méthode:

Le calcul de a se fait par la formule de résidu (car c’est un pole simple). On a facilement
X+1

a= ——— =-2

(X — Q)BJ X=1
Le calcul des (3; ne peut pas se faire par la méme méthode. Nous allons donc combiner plusieurs astuces.
Multiplions les deux membres de la relation (x) précédente par X et faisant tendre X vers I'infini: On a
alors 0 = a+ (1 et P'on en déduit donc que F; = 2. De la méme fagon, multiplions les deux membres par

(X — 2)3 puis posons X = 2 dans la relation obtenue; il vient alors 3 = 3. Enfin, posons X = 0 (par
exemple) dans (x). On obtient S = —2. Ainsi,

3 7 2 + 2 B 2
(X-27 (X-2?2 X-2 X-1

F(X) =
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2nde méthode:

La présence d’un pole de multiplicité 3 nous incite a effectuer un changement de variables. Posons
Y +3

Y = X — 2. La fraction peut alors s’écrire sous la forme F(Y +2) = e

Effectuons la division suivant les puissances croissantes de Y + 3 par Y + 1 a 'ordre 2 (afin de faire
apparaitre Y3 en facteur du reste). Cette division donne le résultat suivant:
Y +3=(Y +1)(3-2Y +2Y?) —2Y3

+3 2Y3
=3-2Y +2Y?%
ik A Y +1

Y +3 3 2 2 2
>FY+)=—r— = — = F— — ———
(Y'+2) Y+1)Yy3 Y3 Y2+Y Y+1
11 suffit alors de remplacer Y par son expression en fonction de X pour retrouver la décomposition
précédente. Nous avons donc déterminé ainsi les cinq constantes en une seule division et un changement

de variables.

Reconstituons alors la fraction:

16(X2% - X +2)

B FX) = e — 1)
o as as B B2 B3 B3
F =t T X X1 o T o1 T xo

e Pour calculer aq, s, a3, posons Y = X + 1
16((Y —1)2= (Y —1)+2) 1 16(Y?—3Y +4)
Y3(Y —2)4 Y3 (Y —2)4

= F(X)=

Nous devons effectuer la division suivant les puissances croissantes de 16(Y? — 3Y +4) par (Y — 2)* a
lordre 2:
4 x 16— 3 x 16Y + 16Y? 16 —4 x 8Y +6 x4Y? —4 x 2Y? 4 v*
4x16—16x 8Y +6 x 16Y? — 16 x 2Y® +4Y3 | 4 +5Y 4+ 5Y2
5x 16Y — 16 x 5Y? + etc...
5x 16Y — 10 x 16?2 + etc..
5% 16Y? + etc...

5 x 16Y? + etc...
reste de degré > 3

.. 16(Y?2 —3Y +4) 9 3 5 5 4
A =5Y Y+44+Y°SY FX)==4+—=+— Y
insi, v _2) 5Y4+5Y +44+Y°S(Y) = F(X) Y+Y2+Y3—|—S( )
4
La partie polaire relative & (X + 1)? est donc Xi— . + x i I + X 1)

e De la méme fagon, pour calculer 31, B2, 33, B4, posons ¥ = X — 1

_ G((Y+1)° = (Y +1)+2) 1 16(Y*+Y +2)

= F(X) Vi 3 277 = Vi vy

La division & 'ordre 3 donne A A . -

F(X) = o7 (=5Y? 4 5Y2 — Y 4+ 44 YAS(Y)) = 77 = 05 + 73 — & + (V)

La partie polaire relative a (X — 1)* est donc X7—51 + X E g — © f g + X f oL
S F(X) =y D 4 4 5 b 4

X-1  x-12 o oty Tyt xerop

Pratique de la décomposition dans C(X) et dans R(X)

C étant algébriquement clos, tout polynéme y est scindé et une décomposition en éléments simples ne
contient alors aucun élément simple de seconde espéce. On peut donc commencer par décomposer une
fraction (méme a coefs réels) dans C , puis pour obtenir sa décomposition dans R regrouper les termes
conjugués:

1 A B C D

+

Ex: F(X) = =
<FX) =T v 1T x1 T x T x
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1 1 1 1 1 1
Tous les poles sont simples, donc A = EJ o =7 B = EJ L =7 C= EJX =5

1 1 1 ‘
= F(X)= Z(X X+ 1 XZ—i - Xz—i—z) qui est la décomposition dans C(X).
Pour obtenir la décomposition dans R , on regroupe les deux derniers termes.
1 1 1
= F(X)=- — —
(X) 4(X71 X+1 X2+1)
Exemple

TX?4+2X?+ 15X +6
F(X) = + + +
(X2+ X —2)(X2+4)
On peut commencer par deux constatations: deg(P)<deg(Q) et il n’y aura donc pas de partie entiére.
X2 4 4 n’a pas de racines réelles, tandis que X%+ X —2 = (X — 1)(X + 2).

lére méthode:

_P(X) A B CX+D _ P()
FX=om ~x- 1 %y "X g0

2X 3X CX*tD

_o, p_ P2
R R

lim XF(X)=7= li =2 =2
i XF(X) 37 xirfoo;X51+X+2+X2+4) +3+C2¥;>03 X1
Enfin, F(0) = -2 = 24+ 2 4 — D = —1 et donc F(X) = —
ufin, F(0) = =7 Tyt 7 etdone F(X) = 9+ v 5t X771
2nde méthode:

B X+D
(X —1)F(X)=A+ (X —1)( L OXT J)EnX=1= A=2

X+2 X244
(X+2)FX)=B+(X+2)(...)) EnX=-2 = B=3
(X?+4)F(X)=CX+D+(X*+4)(..).EnX=2i = C=2,D=-1
On obtient le méme résultat.

3éme méthode:

On réduit la somme de fractions au méme dénominateur, puis on identifie les coefficients du numérateur.

3.3 Applications aux télécommunications.

3.3.1 Codes correcteurs d’erreurs.

3.3.2 Registres linéaires et cryptographie.

Un meédecin, un juriste
et un mathémati- cien discutent des
femmes. Le juriste: Il vaut mieux avoir une
maitresse. En cas de divorce, une épouse
cotite cher. Le médecin: Il vaut mieux avoir
une femme car elle réduit le stress et c’est
bon pour la santé. Le mathématicien:
L’idéal est d’avoir les deux. Quand
votre femme vous croit chez votre
maitresse et votre maitresse chez
votre femme, vous pouvez
faire des maths tran-
quillement.

Q©
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